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a une famille de fibrés plats, qui sont eux-mémes des images directes de LP, ol L est
un fibré en droites positif le long des fibres d’une fibration plate en variétés de Kahler. Le
terme dominant est obtenu par intégration de formes différentielles calculables localement.
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ABSTRACT

In this Note, we use the theory of Toeplitz operators to obtain the leading term in the
asymptotic expansion of the analytic torsion forms associated with a family of flat vector
bundles that are the direct image of LP, where L is a positive line bundle along the fibres
of a flat fibration by compact Kdhler manifolds. The leading term is given by the integral
of locally computable differential forms.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let m : M — S be a proper submersion, let F be a flat vector bundle on M. In [3], Bismut and Lott have defined even
analytic torsion forms on S, that are associated with metric data on M and F. In degree O, this form is just the Ray-
Singer analytic torsion of the fibre [11]. In this Note, we announce the computation of the leading term in the asymptotic
expansion of the analytic torsion forms associated with a family Fp|,en, where Fp is the direct image of LP, where L is
a holomorphic positive line bundle along a flat fibration by compact Kidhler manifolds. This fibration is obtained from a
flat G-bundle, where G is a reductive group. The asymptotics is obtained under a nondegeneracy assumption involving the
moment map along the fibre. The theory of Toeplitz operators plays an important role in the estimates.

The leading term is given by the integral along the fibre of a differential form W that is computable locally. This form
can be expressed in the Berezin integral formalism of Mathai and Quillen [9]. This invariant is closely related to another
local invariant, the V-invariant of [2].

This way, we extend results that were obtained by Miiller [10] for the Ray-Singer torsion using the trace formula, when
X is a compact quotient of the hyperbolic 3-space. Our results are also related to the results of [5,6] on the asymptotics of
holomorphic torsion.
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1. Introduction

Soit 7 : M — S une submersion propre de fibre X, soit F un fibré plat sur M. Dans [3], Bismut et Lott ont défini
des formes paires de torsion analytiques sur S, associées a des données métriques sur M et sur F. En degré 0, ces formes
coincident avec la torsion analytique de Ray-Singer de la fibre [11]. Dans cette Note, on annonce le calcul du terme dominant
dans I'asymptotique des formes de torsion analytique associées a une famille Fp|pen, ol Fp est I'image directe de LP, L étant
un fibré en droite positif le long des fibres d’une fibration plate en variétés Kihlériennes compactes. Cette fibration est
obtenue a partir d'un G-fibré plat, ot G est un groupe réductif. Cette asymptotique est obtenue sous une hypothése de non
dégénérescence faisant intervenir I'application moment le long de la fibre. La théorie des opérateurs de Toeplitz joue un
role important dans I'établissement des estimations.

Le terme dominant est donné par l'intégrale dans la fibre X d'une forme différentielle W calculable localement. Cette
forme différentielle s’exprime dans le formalisme de I'intégrale de Berezin de Mathai et Quillen [9]. Cet invariant est proche
d’'un autre invariant local, le V-invariant de [2].

Nous étendons ainsi des résultats obtenus par Miiller [10] pour la torsion de Ray-Singer par une utilisation adéquate
de la formule des traces, quand X est un quotient compact de SL»(C)/SU(2), et F, = SPF, oll F vient de la représentation
tautologique de SL,(C), et SPF est sa p-iéme puissance symétrique. Nos résultats sont également reliés aux résultats de
[5,6] relatifs a 'asymptotique de la torsion analytique holomorphe. Les preuves des résultats annoncés ici sont développées
dans [4].

2. Linvariant W

Soit G un groupe connexe réductif, soit g son algebre de Lie, et soit g = p @t sa décomposition de Cartan. Soit U la forme
compacte de G, et soit u=1ip @ € son algébre de Lie. Soit Ug l'algébre enveloppante de g, soit Sg son algébre symétrique.
On a un isomorphisme d’espaces vectoriels Z,-gradués Ug >~ Sg.

Soit (E, ()) un espace vectoriel euclidien, soit ¢(E) I'algébre de Clifford associée & —(), i.e., ¢(E) est engendrée par 1,6 € E
et les relations de commutation é¢’ +&'é = 2(¢, &/). Alors on a l'isomorphisme d’espaces vectoriels Z,-gradués ¢(E) ~ A" (E*).
Soit o : &(E) ® Ug — A'(E*) ® Sg I'application symbole déduite de ce qui précéde.

Soit B € E* ®p. Alors g2 € A2(E*) ® k. Soit é1, ..., ém une base orthonormale de E. On définit |8|2 € S2g par la formule

m
1B =) B@)*. (1)
i=1
On identifie g a B € Jl) Ug. Soit |é|2 € Ug donné par
m
B> =) B@)*. ()
i=1
On définit ¢(8) € ¢E® Ug par la formule
m
EB) =) e@p@). 3)

i=1

Soit N une variété complexe compacte de dimension complexe n, soit g7V une métrique hermitienne sur TN, soit 7 une
(1, 1)-forme fermée positive sur N. On suppose que U agit holomorphiquement sur N et préserve g™V 5. Si A e u, soit AN
le champ de vecteurs holomorphe associé sur N, de telle sorte que A — —AN soit un morphisme d’algébres de Lie. Soit
o N — u* une application moment, telle que si A € u,

d(u, Ay —inn=0. (4)
Alors Gc¢ agit également sur N. Pour A € gc, on désigne par R(A) l'intégrale de Duistermaat et Heckman [7]
R(A):/exp(Zin(,tL,A>+n). (5)
N

Alors R s'étend en une fonction holomorphe sur gc. Rappelons que Su peut étre identifiée a I'algebre des opérateurs diffé-
rentiels a coefficients constants sur u. De méme Sgc peut étre identifiée a I'algébre des opérateurs différentiels holomorphes
complexes a coefficients constants sur gc. Soit og la section de E* sur N

0g =27 (W, iB). (6)
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Définition 2.1. On dit que S est non dégénérée si og ne s'annule pas sur N. Dans ce cas, il existe a > 0,c>0,C > 0 tels
que pour t >0, A € uc,

lexp(—tIBI*)R(A)| < Cexp(—ta+c|ImAJ). (7)

Soit M une variété C*, soit p: Pc — M un G-fibré principal muni d’'une connexion plate, soit Px une réduction de Pg
en un K-fibré principal. Soit

gr=Pc xg g. (8)
On pose
pr =Pk xg p, € =Pk xg £ (9)

Soit 69 la forme de connexion associée a la connexion plate sur P, soit 6% =¥ + 6% sa décomposition relativement a
la décomposition de Cartan de g. Alors 8¢ définit une forme de connexion sur Pk, et #® est une section de T*M ® p,. On
munit ces fibrés euclidiens des connexions induites par 6°.

On étend maintenant une construction de Mathai et Quillen [9] quand G = R. Soit (E, gE, VE) un fibré euclidien sur M
muni d'une connexion euclidienne de courbure RE. Soit 8 une section C* de e pr sur M. Soit VE®9rU |3 connexion sur

E ® gr induite par VE et par la connexion 6%. On utilise la méme notation pour la connexion correspondante sur ¢hH® Ugr.
Pour t > 0, soit A, la superconnexion

Ap = VEBIU L Jie(p). (10)

Soit Af la courbure de A;, et soit O'(.Atz) son symbole. Alors 0(.,4?) est une section de A (T*M) @A‘(I:I*) ® Sgr. On montre
dans [4] l'identité

10 fr ins .
o(4?) = (e,, REgj)e'el — 092 4 VtVE®SUg B2 4 182, (11)
Alors a(A?) peut étre considéré comme un opérateur différentiel holomorphe a coefficients constants sur g;.

Soit o(E) le fibré d'orientation de E. On utilise le formalisme de Iintégrale de Berezin de Mathai et Quillen [9] sur

A'(f:‘*), qu’on note fB. Si é1,...,én est une base orthonormale de E sice A (T*M), on normalise I'intégrale par

B (_])m(m+1)/2

N Am __
/ae AN+ A€ —TQ, (]2)
de telle sorte que /'B est a valeurs dans A (T*M) ® o(I:Z).

Définition 2.2. Pour t > 0, on définit les formes différentielles sur M,

B

at=/exp(—a(Af))R(O), by = / exp(—o (A7))R(0). (13)
Théoréme 2.3. Pourt > 0, la forme a; est fermée, et sa classe de cohomologie ne dépend pas det > 0. On a

a

—ar = —dby. 14

at ! (14)
Si B est non dégénérée, pour tout compact K C M, il existe cx > 0 tel que sur K, quand t — o0,

a=0(" "), b =0(e". (15)

Si B est non dégénérée, la classe d’Euler e(E) s'annule.

Soit 7 : M — S une submersion propre de fibre X. Soit g* une métrique sur TX, soit THM c TM un fibré horizontal
sur_M. Par [1], ces données déterminent une connexion euclidienne VTX sur TX. Soit TX une autre copie de TX, et soit

vTX 1a connexion correspondante. Dans la suite on prend E=TX, ot TX est considéré comme un | fibré euclidien muni de
la connexion VTX. Soit 6% la restriction de 6" 3 TX, de telle sorte que 6% est une section de T*X ® pr. Dans la suite, on

prend g =6®. Alors
1 =3 A A A
0 (A7) = gler. R¥ej|eie) — 672 4 VIXOUwU P 1 ¢|GP[* 4¢P, (16)

Soit x (X) la caractéristique d’Euler de X.
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Théoréme 2.4. On a les identités :

mear = x (X)R(0),  myby =0. (17)
On pose
y = —6° exp(6P?)R(0). (18)

Alors y est une forme fermée impaire sur M.

Définition 2.5. Pour t > 0, on pose

B

= —/9*’ exp(—o (A7))R(0),

B ~
p p
o= [ 2 ep(o (D) RO "

Alors ¢;, d; sont des formes sur M.

Soit e(T X, VTX) la forme d’Euler associée i la connexion VTX,

Théoréme 2.6. Les formes m.c; sont impaires, fermées, et leur classe de cohomologie ne dépend pas de t > 0. Les formes ,d; sont
paires. De plus

mco = mi[e(TX, VI¥)y]. (20)
On a l'identité :

0 1

— . C = — dm, d;. 21

ot *Lt t x Ut ( )

Si ¥ est non dégénérée, si K C M est compact, il existe cx > O tel que sur K, quand t — 400,

ce=0(e""),  dr=0(e""). (22)

Définition 2.7. Si 6P est non dégénérée, on pose
W= — / a2 (23)

Théoréme 2.8. La forme paire 7, W sur S est telle que
dm W =m,[e(TX, VI¥)y]. (24)

Sim = dim X est impair, la forme 7, W est fermée, et sa classe de cohomologie [, W1 € H'(S, C) ne dépend pas de (TH M, gT%).
Dans [4], on vérifie des propriétés fonctorielles de , W par composition des submersions.
3. L'asymptotique des formes de torsion analytique

On suppose maintenant que L est un fibré en droites holomorphe hermitien sur N, et aussi que I'action du groupe U
se reléve A L et préserve la métrique de L. Alors U agit unitairemement sur H©-9 (N, L). On suppose que ci(L, g) =17, et
aussi que u est I'application moment associée a I'action de U sur L. Pour p € N, on pose

Fp =Py xx HOO(N, LP). (25)

Alors Fy est un fibré plat sur M, muni d’'une métrique Hermitienne g®». Soit D =dJ +d}* I'opérateur de Hodge-de Rham
agissant sur £2°(X, Fp|x). Alors fo’z est le Laplacien de Hodge.

Dans la suite, on suppose que §” est non dégénérée. Quand G = GLy41(C), alors K =U(n 4 1). Quand N = PC™! est
muni du fibré hyperplan, alors F est le fibré plat associé a la représentation tautologique duale de GL,11(C), et Fp = SPF.

La condition de non dégénérescence dit que pour z € F \ 0, (§z,Z) est une forme non nulle. Ici 4P représente la variation
de la métrique g relativement i la connexion plate.
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Théoréme 3.1. Si K C S est compact, il existe cx > 0, ¢}, > 0 tel que pours € K, p €N,

Dy? > ckp® — ck. (26)

En particulier, pour p € N assez grand, H (X, Fp|x) =0.
Démonstration. On utilise la formule de Weitzenbdck et la théorie des opérateurs de Toeplitz [8]. O

On pose

h(x) = xe¥’. 27)

On désigne par 7,(THM, gTX, vFr gFr) les formes de torsion analytique de Bismut et Lott [3] associées aux données pré-
cédentes. On élimine les normalisations de [3] par des puissances de 2irw. Pour a € R, ¥, est I'endomorphisme de A (T*S)
qui a & de degré q associe a%8. Le résultat principal annoncé dans la Note est le suivant :

Théoréme 3.2. Quand p — +o0,

p "y s Th(TH M, g™, Ve, gfr) = W + 0(1/p). (28)

Remarque 3.3. Si on remplace F, par F, ® F/, ot F’ est un fibré plat sur M, on doit remplacer 7, W par (dim F")m, W.
En degré 0, on obtient I'asymptotique de la torsion de Ray-Singer de la fibre. On retrouve ainsi des résultats de Miiller [10]
que nous étendons a tous les espaces localement symétriques. Le fait que la torsion asymptotique des espaces localement
symétriques soit proportionnelle a leur volume résulte d’arguments de localisation. Si X est un I' revétement Galoisien
de X, on montre dans [4] que la I"-torsion analytique de X a le méme comportement asymptotique que la torsion analytique
de X.
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