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Formes de torsion analytique et
fibrations singulieres

Xiaonan Ma

Abstract. In this paper, we generalize to a relative situation a result of Bismut
[B2] on the Quillen metric associated to a singular fibration. To establish our
results, we make essential use of the immersion theorem of Bismut for analytic
torsion forms [B3].

Résumé. L’objet de cet article est d’étudier des formes de torsion analytique
au voisinage de fibres dégénérant en diviseurs & croisements normaux. On
calcule la partie finie de la renormalisation & l’aide des formes de torsion
analytique sur la normalisée de ces fibres. Ce résultat étend une formule de
Bismut [B2] & une situation en famille.

Introduction

Les formes de torsion analytique de Bismut-Koéhler sont I’extension de la torsion
analytique de Ray-Singer pour une submersion holomorphe. Ces formes sont con-
tenues dans la définition de I'image directe de Gillet et Soulé [GS] en géométrie
d’Arakelov.

Soit m : X — S un morphisme de variétés compactes complexes qui est une
submersion sur le complémentaire d’'une sous variété ¥ de codimension 2, ou 7
a des singularités ordinaires. Soit A = 7(X). Soit £ un fibré holomorphe sur X.
On pose A(j*€) = det(R*m€)~!. Dans [B2], Bismut a calculé le comportement de
la métrique de Quillen sur A(j*§) pres de A. Apres extraction d’une divergence
logarithmique, il a décrit la métrique limite en fonction de la métrique de Quillen
sur la normalisation des fibres singulieres.

Le but de cet article est de généraliser un résultat de Bismut [B2, Théoreme
0.2] & une situation en famille. On le donne comme le Théoréme 2.1. Pour montrer
le Théoreéme 2.1, on proceéde comme en [B2]. C’est & dire, on utilise la technique
de la déformation du coéne normal [BaFM], et le théoréme d’'immersion de [B3,
Théoréeme 0.1]. Comme tous les calculs sont presque les mémes que dans [B2], on
omit toujours les détails des calculs. On se concentre souvent de vérifier que les
cohomologies intermédiaires soient localement libres, et les relations des classes de
Bott-Chern correpondantes.
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Cet article est organisé de la maniére suivante. Dans la Section 1, en utilisant
le résultat de [B3], on calcule le comportement des formes de torsion analytique
pres des fibres singulieres. Dans la Section 2, on énonce le Théoréme 2.1 qui, &
I’aide des formes de torsion analytique sur la normalisée de ces fibres, calcule sa
renormalisation. Dans la Section 3, on montre le Théoréme 2.1 dans le cas Z =
Z1Us. Z2. Dans la Section 4, on montre le Théoreme 2.1 dans le cas général. Dans
la Section 5, on vérifie la compatibilité du Théoréme 2.1 et [BerB, Théoréme 3.1].
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1. La divergence logarithmique des formes de torsion analytique
pres des fibres singuliéres

Cette section est organisée de la fagon suivante. Dans a), on définit une fibration
singuliere. Dans b), on donne des hypothéses et des notations. Dans c), on applique
le Théoréeme d’immersion de [B3] & notre situation. Dans d), on calcule la partie
divergente des formes de torsion analytique pres des fibres singulieres. Dans e),
on indique les formules d’anomalie pour la renormalisation des formes de torsion
analytique.

a) Une fibration singuliére

Soit V, B deux variétés complexes compactes Kahlériennes. Soit S une variété
complexe de dimension 1. Soit ¥ une sous variété complexe de V de codimension
2, soit A un ensemble de points isolés dans S. Soit 7 : V' — B x S une application
holomorphe de fibre compacte Y. Soit p; : B xS — Betps: BxS — S les
projections naturelles. On note m; = p; o7 et o = pg o 7.

On suppose que 7 : V\ X — B x S (resp. 7 : £ — B x A) est une submersion

et que si z € ¥, il existe un systéme de coordonnées holomorphes (z!,...,z") pres
de z, une coordonnée (s') preés de m (), un systéme de coordonnées holomorphes
(b!,...,b™) pres de i (x) tels que localement

Y= (z! =0,22 = 0),

A= (s' =0),

7T1(.T1,...,.'I,‘n):(5133,...,.I‘m+2), (11)

ma(zt, ..., 2") = zlz?.

Pour b € B,s € S, soit X} = 7r1'1(b)7 Zy = 7r2_1(s). Alors 7 : V — B est une
submersion holomorphe de fibre compacte X.

On note aussi Z = 7T2_1(A), on considere les immersions i : ¥ — V, js : Zs —
V,7:Z — V. Soit Vs I’éclaté de V' le long de X, et soit p: Vo — V la projection
canonique. So/i\t p : Z — Z la normalisée de Z. Alors Z est un diviseur lisse de
Vs. On pose ¥ = p~1(X). Alors p : ¥ — ¥ est un revétement double. Soit & le
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Z, -fibré sur ¥, k = det p.Og. Alors Z, 2, Y et ¥ se fibrent sur B x A de fibres
compactes Zp, Zp,Xp et ¥p. Pour b € B,s € A, si on note Y(; ) la normalisée

de Y35y, on a 23 = )A’(b,s).

b) Hypothéses et notations

Soit £ un fibré vectoriel holomorphe sur V.

Dans la suite, on suppose que les images directes R*m.&, R*(mjp)«(3p)*&,
R*(mi).i*&, R*(mip)«(ip)*E et R*(mi)«(i*€ ® k) sont localement libres sur B x S,
Bx A, BxA, BxAetBxA. Soit H(Y,§y) la cohomologie de &y le long
des fibres Y. Alors ils sont des fibrés holomorphes Z-gradués. Plus exactement
R*m.& = H(Y’ £|Y)

Soit g7V une métrique Kahlérienne sur TV, soient g7, g7 et g7%: les
métriques induites par g7V sur TX, TY et TZ,sur V, V\ X et V' \ Z. Soit h¢
une métrique hermitienne sur £. On munit la métrique triviale sur . De plus, les
variétés Z et X sont lisses, la métrique g7V induite donc des métriques 725, g7=5
sur TZ/B x A, TS/B x A.

Pour b € B x (S\A), soit (Y}, §)y,) le complexe de Dolbeault des formes C*°
sur la fibre Y, a valeur dans £. On munit (Y, §y) de la métrique hermitienne Lo
associée & g7, h¢ [B3, §2.6]. On identifie H(Y, &y ) aux formes harmoniques dans
le complexe de Dolbeault relatif Q(Y, ¢y ). Soit A"™¢ la métrique L, associée sur
Rem.& sur B x (S\ A) [B3, §2.6], [BerB, §1c)]. De méme, on note hf1(m)-("6®x) et
hE(iP)«(GP)"E les métriques Lo sur R*(mi),(i*€ ® k) et R*(mjp).(jp)*€ sur B x A
induites par ¢g7%5 ¢gT¥5 et hE.

Si K est un fibré vectoriel holomorphe avec une métrique g* sur B, si Q est
un polynéme caractéristique, on désigne par Q(K,g) € PP la forme de Chern-
Weil associée & la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur K.

Soit PZ ’espace des formes réelles C* sur B qui sont la somme de formes de
type (p,p). Soit PB-0 I’espace de a € PP qui s’écrivent a = 93 + 0y ou 3,7 sont
C*> sur B.

Comme B est compacte Kihlérienne, PP 0 est un sous espace vectoriel fermé
de PP pour la convergence uniforme [B3, §6.5].

Définition 1.1. Soit ||.||x(k € N) la norme sur PB/PBO définie de la maniére
suivante: pour o € PB | on pose

a

)
= inf |a—fBex = inf - . 1.2
]| dof la—Blex = inf xe;ﬁaplgklam“ (o = B) (=) (1.2)

Pour s € S\ A, soient w?s, w", w? et w® les (1, 1)-formes réelles fermées sur
Z, V, Z et ¥ associées aux métriques g7 %, g7V, g77 et ¢T=.

Soit T(w?: hf) € PB, T(wV, k) € PBX\D) T(wZ h§) € PBxA et
T(wz, hi*5®") € PBxA les formes de torsion analytique construites dans Bismut-
Kohler [BK] sur B, Bx (S\A), BxA et Bx A associées a (mjs,w?s, h®), (m,w", h¢),
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(mjp,w?, hE) et (i, w", hi" %) Les formes T'(w", hS) vérifient ’équation

fﬁT(wV, h*) = ch(R*m.&, hfi™¢) — / Td(TY, g™ )ch(e, ¢°). (1.3)
x Y
et les formes T'(w?s, h?), etc, vérifient des équations analogues.

Pour s € S, soit 7, : B — B x S I'application de y € B & (y,8) € B x S.
Alors pour s€ S\ A, on a

TiT(w", h®) = T(w?,h¥) dans PB/PBO. (1.4)

c¢) Théoréme d’immersion pour les formes de torsion analytique

Soit Gr(mz) le graphe de 73 dans V x S. Alors Gr(my) est un diviseur lisse dans V x
S. Soit [Gr(m2)] le fibré en droite sur V x S associé & Gr(mz). Soit [ Iidentification
r eV — l(z) = (z,m(z)) € Gr(m). Soit m I'immersion Gr(m;) — V x S. Soit
n:VxS8—Vmn:VxS— S les projections canoniques. On déduit facilement
que

[Gr(m2)]iGr(ra) = 7" T'S|Gr(ra)s Naiw(ra)/vxs = 1" T'S|Gr(r)- (1.5)

Soit js I'immersion Z; — V. Soit [Z,] le fibré en droite sur V associé & Zs.
Soient o(Gr(r,)], 0(z.,] les sections canoniques des fibrés en droite [Gr(m2)], [Z5]. Si
s € S, alors [Gr(m2)]y « (s} = [Z] et O(Gr(ma)] = 0[z.- Sur V x S, on a une
suite exacte de faisceaux

0 —>OV><5(H*§ X [—Gr(7r2)]) (1.6)

91Gr T2 * *
I Oy 5(n*€) = M Ocr(ny) (nM)*E) — 0.

Vx{s}

Pour s € 9, la restriction de (1.6) & V x {s} est exactement

00— Ov(ER[-Z]) "B Oy (&) = ju Oz (j2€) — 0. (1.7)

On note (n,v) le complexe sur V x S,

(7,v) : 0 = n*¢ ® [~Gr(m2)) "Gral n*¢ — 0. (1.8)

Rappelle que I'application (m on,n/) : V x § — B x S est une submersion de
fibre compacte X. Soit H(X,n x) I'’hypercohomologie de (Oxyx{s3 (M x, x {53): V)-
Alors par (1.6), H(X,nx) est isomorphe & H(Y, §v) = R*m.&, et H(X,mx) est
un fibre vectoriel sur B x S.

Soit g”% une métrique hermitienne sur T'S. Soit g(Gr(™2)] ype métrique her-
mitienne sur [Gr(mz)]. Soit g~[6(72)] 13, métrique hemitienne sur [-Gr(72)] induite
par glG1 (™) Soit b7 = hE@gl=Cr(m)lgpe 1 métrique sur n = n*¢®[—Gr(m)|dn*E.

Soit R (X:mx) 1a métrique Ly sur H(X,n,x) associée aux métriques g7, k"
définie par [B3, §3.2] et &(H(X, nx), hRﬂ*E’hH(Xﬂ;x)) c PBX(S\A)/PBX(S\A),O
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la classe de Bott-Chern associée & [BGS1, §1f)]. Par [B3, §3.2], on peut construire
des formes de torsion analytique T'(n*w", h") € PBXS/PB*5.0 telle que

B—?T(n*wva h"?) = Ch(H(Xa 77|X>7 hH(X’mX)) - / Td(TX7 QTX)Ch(n, hn)
24 X x{s}
(1.9)

Sur V \ ¥, on a une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes
0—-TY -TX — m5TS — 0.

Soit 'If:a(TX,gTX,'/r;gTS) la classe de Bott-Chern associée a la suite exacte ci-
dessus, on a

90 ~ : " : . -
ZZTATX, g7, m5g"%) = TA(TX, g"*) = TA(TY, g™ )m3 TA(TS, 9" ).

2im

Pour s € S\ A, on pose
I, = 72 [T(n*w¥ h") = T(" B) + ch(H (X, ), W00, pm€)|. (1.10)

On a l’analogue de [B2, Théoreme 5.6], Théoréme 1.2. Pour s € S\ A, Uidentité
suivante est vraie dans PB/PBO:

I :/ Td(TX, gTX)Ch(g’ hf)
s X x{s} Td([Gr(’R'Q)]’g[GT(TFz)])
/ TA(TX, g™, 739"%)

Y, Td([cr(m2)], glCr(m=)])

log(|lojGr(ra ) (1.11)

ch(¢, h®).

Preuve. En appliquant la formule de [B3, Théoréme 0.1] & 'immersion js : Z; — V
(s € S\ A) qui est exactement 'immersion Gr(m) NV x {s} — V x {s}, et ala
suite exacte de faisceaux (1.6) sur V x {s}. En procédant comme en [B2, Théoreme
5.6], on a (1.11). O

d) La divergence logarithmique des formes de torsion analytique
pres des fibres singuliéres

On pose
x — sinh(z)
E = —. .
(z) 2x(1 — cosh(x)) (1-12)
Alors si (s) est la fonction zéta de Riemann,
(n+2)¢(—n —1)z" 1
E(z) = — = —. .
(2) > e EO=3 (1.13)

n>0,n pair

On identifie E au genre additif correspondant.



400 Xiaonan Ma

Soit h'f™+¢€ une métrique hermitienne C* sur R*7,£ sur B x S. Soit &I(R'W*f ,
pitm& pRmL) ¢ pBX(S\A)  pBX(S\A).0 |3 classe de Bott-Chern de [BGS1, §1f))
telle que

-éé?éch( R°7,&, hR™E WE™E) — ch(R*m &, h'F™¢) — ch(R®m.&, h™%).  (1.14)

Soit o4 la section canonique du diviseur [A]. Soit gl*! une métrique sur [A].

Théoréme 1.3. Pour so € A, la limite

. « V orEy | T/ pe Rm.& pIRm.E
S\Ah;?ﬁso{@ [T(w  RE) + ch(R*m.€, hE™¢ b )] (1.15)

+%10g(||0m1||§)/23 Td(TZB)E(NZ/v)Ch(ﬁ)}-

existe dans PB/PB:0. On note cette limite comme T(w?, hé, h'F™¢) ¢ PB/pPB.O,

On considere T'(w?, hé, h't™€) ¢ PB/PB0 comme les formes de torsion an-
alytique de Z,, — B.

Avant démontrer le Théoreme 1.3, on vérifie que ce Théoréme est compatible
a [B2, Théoreme 5.9], [BerB, Théoreme 3.1].

Soit A(§) et A(R*m.&) les fibrés en droite sur S qui sont les inverses des
déterminants de H(Z,§|z) et H(B, R*m.& ). Alors par [KM], le fibré en droite
A(€) ® A1 (R*7.£) a une section canonique non nulle o sur S. Soit || ||y et
[| ' lIx(rRex.¢) les métriques de Quillen sur A(§) et A(R*m.&) sur S\ A associées &
gT%s h& et gTB hE™E Soit || l[x(6)@r-1(Rer.¢) la métrique correspondante sur
A(€) @A H(Rem,&) sur S\ A. Alors pour s € S\ A, en appliquant [BerB, Théoreme
3.1],on a

log (o113 (6)@r-1 (reme) = ~ Spn sy TATB, g" )T (W, h%)

1.16
+ [, TA(TZ,TB,g" %, g"B)ch(&, hE). (1.16)

Ici, comme en (1.11), la classe de Bott-Chern Td(~, -} correspond & la suite exacte
0—-TY -TZ — niTB — 0.
En utilisant [B2, Théorémes 2.1 et 5.9] et [BGS2, Théoréeme 1.23] (se réferer
aussi a §5), quand s € S\ A — sg € A,

B / Td(TB,g")[T(w", hf) + ch(R*m.&, h¥m-€ hRm-¢)|
Bx{s}

1
~3lo(loiall2) [ TATDEWs v )che)
a une limite. C’est & dire, le Théoréme 1.3 est compatible & [BerB], [B2]. d

Preuve du Théoréme 1.3. Dans notre cas, par une modification simple de 1’argu-
ment de [B2], on sait que les résultats analogues de [B2, Théorémes 2.2 et 3.3] sont
aussi vrais.
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En procédant comme en [B2, Théoréeme 5.7], quand s € S\ A — s9 € A,
I'asymptotique du terme & droite de (1.11) dans P?/ PPV est exactement la méme
formule que celle de [B2, (5.20)].

Comme T(n*w",h") € PBXS on a montré le Théoreme 1.3. O

Par le Théoreme 1.3, dans PZ /P89 on pose

. 1

I, = lim [Is — 5 1og(lloa)l12) Td(TZB)E(NZ/V)ch(f)]. (1.17)
S§—S EB

e) Formules d’anomalie pour des formes de torsion analytique

Soit g1V, h'&, h"R’7<& des métriques sur TV, &, R*m,£. Pour sy € A fixé, on peut
construire aussi T'(w'?, k'S, B'™¢) ¢ PB/PBY comme dans le Théoreme 1.3.

Par [B2, Théoreme 1.1], le fibré vectoriel TY sur Vx \ P(Ny,y) ~ V \ Z
s’étend en un sous-fibré v(TV/B x S) de p*TV sur Vx. Alors sur Z,onaTY =
v(TV/B x S). Soit gv(TV/BxS)  g/v(TV/BXS) les métriques induites par g7V, g7V
sur v(TV/B x S). Soit ¢’’'Y la métrique sur TY induite par ¢'TV. Soit

Td(W(TV/B x ), g"(TV/BxS) g(TV/BxS)y ¢ pVs | pVs0,
ch(¢, k%, h'€) € PY /PO, TA(TY,¢™",¢"") e P7 /P70,
&I(R'ﬂ*f, h/R‘"*E, h//ng) e PBXS/PBXS,O
les classes de Bott-Chern [BGS1]. On a

39 -
2(l ch(e, h, h'S) = ch(&, h'S) — ch(&, k). (1.18)
im
et les autres formes ci-dessus vérifient des équations analogues.
Alors par (1.15), [B2, Théoréme 2.1], [BK, Théoréme 3.10], on a

Théoréme 1.4. On a lidentité suivante dans PP /PB-0
T(LUIZ, h/§7 h//h’mg) _ T((,UZ, hg’ hIRﬂ'*E) — C~h(R'7r*§, h/l{m§7 h//R?T*E)

— [ (AT g™ " )ehle, 1) + TATT 1), b )

“2/ {ch(f, hﬁ)/ Td(w(TV/B x S), g"(TV/BxS) gro(TV/Bx5)y
B P(Ns/v)

eh(g, h, h’f)/ Td(v(TV/B x S),g'”(TV/BXS)) } (1.19)

P(Ns,v)

2. Comparaison des formes de torsion analytique

Pour s € A fixé, soit 23 la normalisation de Z; et p : 25 — Zg est la projection
canonique. On note k£ : ¥; — Z, I'immersion triviale. Dans la suite, on omit
P'indice s.
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Alors p,O5((jp)"€) est un Oz-faisceau sur Z, et il existe un morphisme
naturel Oz(5*¢) — p.Oz((jp)*§) et un morphisme de différence p.Oz((jp)*§) —
k«(Ox(i*€ ® k)). Sur Z, on a une suite exacte de faisceaux [B2, (5.53)]

(L,v) : 0 = 02(57°€) = p-03((1p)"¢) = ke(Ox(iE @ K)) — 0. (2.1)
D’apres (2.1), on a une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes sur B

(R*maL,v) s — R (i) (€ @ ) — R(17).€ — Ri(mjp)e(ip)"€ — -+
(2.2)
On munit R*m, L de la métrique REmL — p/RT.& g pR(7ip)«(3P)"E gy pR(7D). (i"E@K)
Soit ch(R*m.L, h®™L) ¢ PB/PB ]a classe de Bott-Chern [BGS1] telle que
90

oy (RO L Tt = ch(R(wm*(jp)*&, hR<"fp>*(fp>*5) (2.3)
™

—ch(R*m.&, R'E™€) — ch (R(m’)*(i*f ® K), hR(”i)*(i*Eg’”)).
On rappelle que T(w?,hé, WEm=&) ¢ PB/PB0 est définie par le Théoreme
1.3, et que T(w?, ht) et T(w™, h'"€®%) sont définies & §1b). On pose
T’ (w?, hE, WE™8) = T(w?, hE) — T(w=, ki $®%) — ch(R*m, L, hA™L).  (2.4)
L’objet de cet article est de donner une formule pour
T'(w?, kS, W'E™8) — T (w?, hE, WE™E) ¢ pB/PBO, (2.5)
Soit ((s) la fonction zéta de Riemann. Soit R(z) la série de Gillet-Soulé [GS]

('(=n) <=1 "
R@z)= 3. (2<( )+;3)C(—n)m. (2.6)

n>0, nimpair
Si f(z) est une série entiere, on pose f(z) = Yi>0f¥lz*. On définit S(z), T(x)
par

n

sw= Y LGt

n>1, nimpair j=1 ( ) 41 ( ) (n] (27)
1 1+2)" log(l + x)qln
T(z) = [ ] !
(I) n>2zn:pair (TL + 3)' 1+2z '

On identifie R(x), S(z), T(x) aux genres additifs correspondants. On pose

. 1

Qz',a%) = o
at—z (2.8)
/I Td(—z')Td(—2?) — Td(—s)Td(—(z! + z* — 5)) )
X ds.
ol Td(—s)(s — z')(s — z?)

Alors Q(z',2?) est une fonction symétrique de (x',z2). On peut considérer Q
comme une fonction ad-invariante des matrices 2 x 2. On identifie Q au genre
correspondant. De plus Q(z, —z) et Td(z)Q(z,0) sont des fonctions paires.
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On rappelle que 7Y sur Vx \ P(Ny,y) ~ V \ £ s’étend en un sous-fibré
v(TV/B x S) de p*TV sur Vs [B3, Théoreme 1.1]. Soit g*(*V/B*5) 1a métrique
induite par g7V sur v(T'V/B x S). Soit U le fibré en droite universel sur P(Ny, ).
Soit py : P(Ny,1) — X la projection canonique. Sur P(Ny,v ), on a la suite exacte
[B2, (0.10)]

0— ptTS/Bx A — v(TV/B x S) — U ® phk — 0. (2.9)

Soit gV=/v une métrique sur Ny v telle que le scindement local Ny ,y =
Ns 71 + Nx/z2 (ou Ny, ;i représente le fibré normal dans I'une des deux branches
locales de Y) soit orthogonal, et que I'isomorphisme canonique A% Ny, vV @ PRk =
m5[A] soit une isométrie [B2, §6.3 et §9.4]. Par [BGS1, §1f)], on peut associer une
classe de Bott-Chern

ﬁi(v(TV/B % S)ygv(j‘v/BxS)ng@pgrc) c PP(NE/V)/PP(NE/V)O

a la suite exacte de fibrés holomorphes hermitiens (2.9) telle que

00 ~ . .
57 Td(W(TV/B x S), g?(TV/Bx3) gUepsr) (2.10)
= Td(v(TV/B x 8), g"TV/Bx9)
PLTA(TE/B x A, g"/ P AYTA(U © pik, gV,
Théoréme 2.1. On a la formule suivante dans PP /P50,
T,((UZ, h£7 h’RT"*E) _ ]ﬂ(u)Z’hg7 hIer*é)

= 2/ ch(g,gf)/ TH(U(TV/B X S),gv“'V/BXs),g“@PE“)
B P(Ns,v)

-/x Td(TZB)(Td(NZ/V)T(NZ/V) + 2Q(N2/V))Ch(f) (2.11)

R+ S
x

n /EB Td(TiB)(Td(x)( + Q(:r,O)))(Ni/z)ch(ﬁ)-

Remarque 2.2.
i) Si B est un point, le Théoréme 2.1 est [B2, Théoreme 0.2].

ii) Dans le Théoréme 2.1, si V est projective, par I'argument de résolution
acyclique, on peut supposer seulement que

R*m.&, R*(mjp)«(Gp)*¢ et R (mi).(i"§ ® K)

sont localement libres sur B x S, B x A et B x A.
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3. Preuve du Théoréeme 2.1:
le cas ou la fibre exceptionnelle est scindée

Cette section est organisée de la facon suivante. Dans a), on introduit notre hy-
potheése sur Z. Dans b), on compare des formes de torsion analytique. Dans c), on
montre le Théoréme 2.1 sous notre hypothese sur Z.

a) Une hypothése simple sur Z

Dans la suite, on fixe toujours sg € A. Soit Z = Z,,.
On suppose qu’il existe deux diviseurs lisses Z' et Z? dans V intersectés
transversalement le long de ¥ tels que

Z=27Z'us Z° (3.1)

Alors le fibré k sur ¥ est trivial. Soit s : & — V, j*: ZF - V,j: Z — V les
immersions naturelles. Pour k = 1, 2, soit oz« la section canonique de [Z k]. Alors
la section canonique 0|z de [Z] est donnée par

O(z) = O(21] @ O(z2]. (3.2)

Par (3.2), on identifie A%([—Z'] & [-Z?]) a [ Z].

Les complexes de Koszul (A([—Z¥],0(zx)), (A[=Z],01z)), (A([-Z'] & [-2Z?)),
g(z1] © 0(z2]) sont des résolutions des Oy -faisceaux jkC, j,C,i,C sur V. On a le
complexe de faisceaux sur V

0 0 0
T 1 T
00— 1,C— 0— 0— 0
T T T
0— C— C— 0— 0
io ®(_ia )Y
(z1) 22" @ et T (3.3)
0—[-2e[-2? "5 cec— jlCe 2C— 0
io[Zl]@(_ia[ZQI)T o1z el et
0— -Z]— C— Jj«C— 0
T T T
0 0 0

Dans (3.3), € : C — C®C est le complexe diagonal f — (f, f) et e : C&C — C est
donné par (f,g) — (f - g), et j:C® 2C = (jp).C, e : j:C — jLC®j2C = (jp)..C
est induit par le morphisme de Oz-faisceaux sur Z, C — p.C considéré dans (2.1).

Dans (3.3), les trois premiéres lignes (& partir du bas) sont des suites exactes
de faisceaux. Les deux premiéres lignes correspondent aux complexes de Koszul
pour les diviseurs Z, Z! et Z2 dans V. Les deux premieres colonnes dans (3.3) sont
aussi des suites exactes de faisceaux. La premiere colonne correspond au complexe
de Koszul associée & ¥ = Z' n Z2.

Par un argument de suite spectrale, la cohomologie totale du bicomplexe
(3.3) est exactement i.C.
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Bien sfir, tous les complexes de Oz-faisceaux peuvent étre tensorisés par &.
Donc on a un bicomplexe de fibrés holomorphes sur V,

0 0
T T
i o
0— (~Ze[-Z2])0t> t@é— 0 (3.4)
il v ul
0— [-Z]®&— E— 0
1 T
0 0

Dans (3.4), on numérote les lignes de haut en bas par (£2)(i = 0, 1, 2) et les colonnes
de droite & gauche par (£?)(i = 0,1). Par (1.8), on sait que

(€23,v) = (0, V)|V x{so}- (3-5)

b) Comparaison des formes de torsion analytique

Pour k = 1,2, soit g{#"] une métrique hermitienne sur [Z*]. On munit [Z] de la
métrique g!%) = g!2'1®¢(2°]. On munit aussi [Z']®[Z?] de la métrique glZl1elz®] =
9?1 @ gl2*1. Alors A([—Z*]), A([—Z]), A([-Z"] @ [~ Z?]) sont munis naturels des
métriques hermitiennes gA([‘ZkD,gA([_Z]), gA([_Zl]EB[_ZQD.

Soit H (X, &3 x) 'hypercohomologie de (Ox (.f:lx), i+ v). Soient H (X, §i|x)
et H(X,&]x) les hypercohomologies de (Ox (&, x),v) et (Ox(&fx), u). Comme
dans [B3, §3.2], par la théorie de Hodge, on peut équiper des métriques Lo,
pHXE ) pHXEx) o pHXENX) (; = 0,1,2) sur H(X,€4), H(Xv§i|x) et
1@1=2°)) | h€ et gT'X. D’apres

71

H(X, éi'lx) sur B associées a gA([’Zk]>7gA([_Z]), gh=2
(3.3), sur B, on a

H(X’§9|x) = H(Xa£5|x) =0,

HP(X, &, x) = RP(1jp)«(7p)*€),

HP(X, £3|)g) = HP(X777|X) = Rpﬂ.*gy (36)
HPU(X, € x) = HP (X, &} x) = RP(mi).i*¢,

pHXEN ) = pH(X& %) pHXEx) — pH(Xmx),

Par [B3, §3.2], on peut construire des formes de torsion analytique T(wY, h5:),
T(w", h&) et T(wY,hé) € PB, telles que
a0,

5 T(WY, hE8) = ch(H (X, €5 x), b5 — / TA(TX,g"¥)ch(€2, h%). (3.7)

X

et les formes T(wv, h&), T(wY, h&i) vérifient des équations analogues. Remarque
aussi ch(&2, hée) = 3°(—1)7ch( ;,hgj‘). Alors, par (1.9), on a

it T(n*wV ") = T(wY, hS). (3.8)
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On rappelle que le complexe L est défini en (2.1). Soit A/fmL = pH(X&x) g
RHX &) g HXELx) 1 métrique sur R*m L = Rm.EDR(mjp)« (Gp)* EBR(mi)(i*E.
Comme en (2.3), soit ch(R*m.L, h'#™-L) ¢ PB/PBY ]a classe de Bott-Chern pour
le complexe (2.2).

Théoréme 3.1. On a l'identité suivante dans PB /P50,
2
~T(w",h) = > (=1)'T(w", h¢) + ch(R*m, L, KR L), (3.9)
i=1
Preuve. Pour le bicomplexe E = (X, £2), " + v, u), si on le filtre par u, alors le
premier terme de la suite spectrale associée est E7"* = HP(X, ﬁlx). D’ou le suite
spectrale (E,,d,) dégénére & E>. D’aprés l'argument de [Mal, Théoréme 11.1],
[B3, Théoreme 0.2], pour le complexe (3.4), dans PB /P50 on a

T(wY, h&) = 30 (=1)'T(w, hé) + ch(R*m L, h'B™-L),

. ; . (3.10)
T(wY,h&%) = 3o (1) T(w", hET).
On vérifie facilement qu’on a
T, h%)=0, T(w", he)=0. (3.11)
Par (3.10), (3.11), on a (3.9). O
¢) Preuve du Théoréme 2.1
Soit
(3.12)
Iy = T(WY, h8) - T(w*, hr) + c'B(H(X, £1x)s hH<X-€I|x>,hR<"i>*<i*f>),
D = T, h&) = T(w? h) + ch(H(X, €lyy), X Sa), plinin- 076

Alors en utilisant [B3, Théoreéme 0.1] et en procédant comme en [B2, Théoreme
6.1], on sait que dans PZ/PB.9 I, I, sont égaux formellement aux mémes for-
mules que les termes a droite de [B2, (6.11)].

On rappelle que I est défini en (1.17). Par [BGS1, Théoréme 1.20], [Mal,
(10.7)], dans PB/PB9 on a

ch(R*m, L, 'Ly — ch(R*, L, hE™1) (3.13)
= ch(R(mi) "¢, BV, PR (79)
—C~h(R(7ij)*(jp)*§, hH(ngilx)7hR(WjP)*(jP)*ﬁ)
+(§1(R°7r*§, hH(X-Ef\x), h/RmE).
Par (1.10), (1.15), (3.7), (3.9) et (3.13), dans PB/PB9 on a
T/(wZ7hf’h/Rﬂ'*§) _ T(wzth,thﬂ'*g) = I/\ + I)\/ — I/\//. (3.14)
Par (3.14), en procédant comme dans [B2, §6 et §7], on a le Théoreme 2.1. O
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4. Preuve du Théoréme 2.1: le cas général

Dans cette section, on montre le Théoréme 2.1 dans le cas général. On ne suppose
donc plus que Z = Z! Uy Z2. L’idée principale de la preuve est d’utiliser la
technique de la déformation du céne normal [BaFM], [BGS4]. Elle réduit notre
probleme a un probléme analytique naturellement localisé sur P(Ny /v ©1), auquel
la technique de [B2, §4 et §6] peut étre appliquée.

Cette section est organisée de la fagon suivante. Dans a), soit W Péclaté de
V x P! le long de ¥ x {00}, on releve le diviseur Z & un diviseur D dans W. Dans
b), on calcule I'asymptotique des formes de torsion analytique sur B x P'. Dans c),
en utilisant les résultats de la Section 3, on sait que le probléeme peut étre localisé
sur P(Ny;/v @ 1). Et on établit un résultat analogue de [B2, Théoréme 9.16]. Dans
d), on montre le Théoreme 2.1 dans le cas général.

Pour simplifier les notations, on suppose toujours que A = {so}. On utilise
les méme notations qu’aux Sections 1 et 2.

a) Diviseur D
Soit W I’éclaté de V x P! le long de X x {oo}. Soit p, g les projections p: W — V,
q: W — P! Pour z € P!, on pose

W. =q 1(2). (4.1)

Si z # oo, 'application p : W, — V est une identification de variétés complexes.
Alors p*Z est un diviseur sur W.

Définition 4.1. Soit D le diviseur sur W

Par [B3, Proposition 9.2], D est un diviseur effectif dans W, transversaux
avec W, et & croisements normaux le long de ¥ x P'. On vérifie facilement que
D est exactement I’éclaté de Z x P! le long de ¥ x {>0}. En particulier, W, N D
est I'union de la normalisation Z = Ve N D de Z et de P(Nx,y & 1) N D qui est
un diviseur aux croisements normaux P(Ni/é @ 1) dans P(Ny,y @ 1), et ils sont
transversaux le long de .

Soit ¢p I'immersion D — W. Soit pp,gp les restrictions de p,q & D. Alors
pp(D) C Z. Onnote § = (m 0op,q) : W — B x P!, Gp = gp- Pour s € P!, on
note aussi D, = p;'(z). Soit Dp la fibre de la fibration mop : D — B x {so}. Soit
H(Zp,j"§z5) la cohomologie de ¢ le long des fibres Zp, alors H(Zp, j*{2,) =
Rm.&|Bx{so}- Par [B2, Proposition 9.3], on a

Proposition 4.2. L’application linéaire « € H(Zp,j*§z,) — ppa € H(Dpg,
(jpD)*¢py) induit une trivialisation de R*Gp, (jpp)*€ sur P .
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b) L’asymptotique des formes de torsion analytique sur P!
Soit g7° une métrique sur T'S. Soit O[] la section canonique de [oo] sur P!, soit
¢! la métrique canonique sur [oo] = O(—1).

On rappelle que par (1.5), [Z]|; = 75T'S. Soit 9!%! une métrique hermitienne
sur [Z] telle que

((2),9'1) 12 = m3(T'S, g"%). (4.3)
Evidemment
[P(NE/V S5} 1)}|Expl = q*[oo] SxPl. (4.4)
|
Soit glP(N=/v@D] Ja métrique sur [P(Ns,v @ 1)] sur W telle que
P(N- [P(Ns,v®1)] o * [oa]y .

(P @ 1)), ) g = 4" (01 9™1) (45)

Par (4.2), on a
[D] = ¢"[Z] ® [P(Ngyv & 1)] 72 (4.6)

Soit glP! la métrique sur [D] induite par glZ) et glP(Ns/v®] par (4.2)—(4.6), on a
(D), ¢ s pr = ((ﬂzp)*TS ® q*[~200], (m2p)*9"® ® q*g[_2°°]> x40
On rappelle aussi que le complexe

(ép,v) 10— Ow (p* e ® [-D]) "5 Ow (p*¢) — 0. (4.8)

est une résolution canonique de i p«Op((jpp)*E). Soit H(X,{p x) 'hypercohomo-
logie de (OX (é-D),U), alors par (48)5 H(Xv £D|X) = RqD*(jpD)*é'

Comme V est Kédhlérienne, W est aussi Kihlérienne. Soit g7" une métrique
Kéhlérienne sur TW. Alors g?" induit une métrique Kéahlérienne gt X sur TX,
et on munit les métriques hermitiennes associées sur les sous-variétés de W. Soit
h¢ une métrique hermitienne sur &.

Soit T: W — B x S x P! (resp. 7 : W — B x P') définie par

= (ﬂ-lpv 2P, q) (resp. ™= (Wlpv q)) (49)
Plus précisément, 7 : W\ (Weo UZ x P') — B x (S\ A) x (P! {c0}) est une

submersion de fibre compacte Y. Soit pgxs : B x S x P! — B x § la projection
naturelle. Par la Proposition 4.2, R*7.£ est localement libre sur B x S x P!, et

R*T.§ = ph, g Rm.&. Soit hfi™+€ 1a métrique Lo sur R7,.€ sur Bx (S\A)x (P'\{o0})
associée a h%, "W Soit h'f7-€ une métrique hermitienne sur R7.¢ sur B x S x P,
Soit hH(X:€p1x) la métrique Lo sur H(X,&p|x) associée aux métriques h¢,
hlP), gTX définie par [B3, §3.2] sur B x (P'\ {oo}). En remplacant formellement
V par W, 7 par 7, £ par p*¢ & la Section 1, soient
T, hE) € PP S\AxF\(oo)) ) pBx(S\A)x (P'\{o0}).0,

T(w", hér) e PpBx®\{eo)) pBx(P\{o0}).0
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les formes de torsion analytique associées & (7,w", h¢), (7,w", hP) pour (4.8)
[BK], [B3, §3.2], en particulier,
)

5T (W™, heP) = ch(H(X, £pix), I HEP1)) — / TA(TX, g" *)ch(ép, h*P).

X
et
ch(€p, hP) = ch(p™¢, h”"¢) — ch(p*€ ® [ D], A7 1)),
PourzEPl,sES’,soient'rs,z:B—>B><S><P1 et 7, : B — B x P! les
applications de y € B & (y,s,2) € Bx S x Pl et (y,2) € B x Pl

Définition 4.3. Pour z € P\ {0}, so € A, dans PB/PBC on pose

D 1€ pIRF.EY _ - * W 3¢ T pes R7.& pLIRT.E
T, (wP, hé, h )S\Alggﬂo{fs,z[zw(w JhE) + Ch(R*F.€, hFT+¢ h )]

+5 oo ot 1) | TATRE) BN )eh©)). (410)

En effet, pour z € P!\ {co}, la Définition 4.3 correspond exactement au
Théoreme 1.3, dans lequel V est remplacé par W,. Comme en (1.17), I , est bien
défini, et dans PP /PP0 on a

In, = 7T ("W, hEP) — T, (wP, hE, W' TF+E) — 72 ch(RA. &, W& B (X Epi1x))
(4.11)
En procédant comme dans [B2, Théoréme 9.9], on a

Théoréme 4.4. La fonction z € P\ {oo} — I, € PB/PBO se prolonge en une
fonction continue sur Pl

Remarque 4.5. Si on note Iy o = lim, oIy, € PB/PB*O, alors Iy o a une
formule analogue que le terme & droite de [B2, (9.37)].

On rappelle que U est le fibré en droite universel sur P(Ny v ).

Théoréme 4.6. Quand z — o0

lim {Tz(wD,hf,h’R**f) - log|z|2[/A

zZ—00 ZB

Td(Ti‘B)E(U)ch(g)]} (4.12)
a une limite dans PB/PBO. On note cette limite comme Too(w?, S, WE™E) €
PB/PB’O.

Preuve. On rappelle que la fibration W — B X P! vérifie les hypotheses de la
Section 1. Comme H(X,{p|x) est localement libre sur B X P!, par les Théorémes

1.2 et 1.3 et [B2, (9.47)], pour la fibration §: W — B X P! ona

lim T:T(WW7 hED) _ T:&I(R;T*& h/R?f*E7 hH(x,ngx))

~log |z|2[/§ Td(T?:B)E(U)ch(f)]}

existe dans PZ/PEB:0 Par le Théoréme 4.4, on a le Théoréme 4.6. O
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Pour la fibration 7 : W\ Wy, — B x S x (P'\ {00}), Z x (P'\ {o0}) sont
les fibres singuliéres, comme en (2.4), sur B x P!\ {cc0}, on peut définir

T/(wD’ h§7h/R7r*5) c PBx(Pl\{oo})/PBX(Pl\{oo}),O‘

Théoréme 4.7. Quand z — 0o

lim {7577 (WP, BE, BFF-6) —log 22| [ TATER)EW)E)])  (413)
B

Z—00
a une limite dans PB/PB°, qu’on le note comme T! (wP,hé, n'F™&) ¢ pB/pBO,
Preuve. Comme en [B2, (9.40)],
Ns_p=Npwg,wls, = UeU s
Par les Théorémes 1.2 et 1.3, on a le Théoréme 4.7. O

Remarque 4.8. Pour (7T’ — T.,)(w?, ¢, h'F7+€), on a aussi un résultat analogue
que [B2, Théoréme 9.12].

c) Localisation du calcul & oo sur P(Ny,y @© 1)
On a P(Ng,y) C P(Nsy @ 1) C Wa, et Sog = DN P(Ns,v). Soit
D’ ZDﬂP(Ng/v@l). (4.14)
Alors D’ est un diviseur & croisements normaux le long de ¥ dans P(Ny /v @ 1),
et ¥ C D’ est ’ensemble des points singuliers dans D’. Soit 7' I'immersion D’ —
P(Ny,vy @1). Soit j] : D' — Do, = Woo N D 'immersion naturelle.
Par §4a), Seo Sidentifie & 3 dans §1a), et p : Soo — ¥ est un revétement

double et k = det piOs. Soit px : P(Ny,y @ 1) — X la projection canonique. Sur
3, on a une suite exacte de faisceaux

(K,v): 0— Ox = p.Og EN Os(k) — 0. (4.15)

En (4.15), e est 'application diagonale z — (z, ), f est I’application de différence
(z,y) — z —y. Rappelle que i : ¥ — V est 'immersion naturelle. Par (4.15), on a
un complexe acyclique de fibrés holomorphes sur B

(R(mi) K, v) :---— HI (Ep, (1ip)*€) —» HI (Sp,i*¢ ® k) — HIT(Sp,i*€)— - -
(4.16)
Soit k£ I'immersion ¥ — D', soit D’ la normalisation de D’. Alors D’ est
I’éclaté de D’ le long de X. Soit p’ : D’ — D’ la projection canonique. Alors on a
une suite exacte de faisceaux
0— Op — p,0p, — k.Ox(k) — 0. (4.17)
Sur P(Ns,v @ 1) C Woo, le complexe

O'[DI]

(€p/sv) : 0 = Op(ny,y o) ([=D] ® (iP)€) = Op(ny,,e1)((ip)*€) — 0. (4.18)

est une résolution canonique de j;Op/((ipj')*€) sur P(Ny,y @ 1), et (€pr,v) est
exactement la restriction du complexe ({p,v) en (4.8) & P(Ns,v @ 1).
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On note D, 533, P(Ns,)v ®1), P(Ns/v)B, VB les fibres des fibrations de
D',D', P(Ns,y @ 1), P(Ng,v), V= & B. Par un argument de suite spectrale, on
sait que [B3, §9e)]

H(D, (ipj")*§) = H(EB,i%¢),
H(Df, (ips'p')"€) = H(Ep, (ip)"€), (4.19)
H(P(Ns)v ® 1), [-D'] ® (ip)*€) = 0,
H(P(Ng,v @ 1)p, (ip)"§) = H(XB,i"¢).
Plus précisément, on vérifie facilement que, sous l'isomorphisme canonique de

(4.19), les suites exactes longues de cohomologie associées & (4.15), (4.17) sont
(4.16).

On rappelle que ¥ et P(Ny v ®1) ont été équipés naturellement des métriques
induites par g7" comme dans §4a). La métrique g induit aussi une métrique sur

TD'. De méme, tous les fibrés holomorphes considérés (ip)*¢, [—D'],... sont déja
équipés des métriques hermitiennes induites, par exemple, gTP(Ne/v@l)e gTD35

sont les métriquess induites sur les fibrés tangents relatifs TP(Ny v © 1) 5, TD’

Soit H(P(Ns,v @ 1)B,&p’) I'hypercohomologie de (Op(Nsyo1ys (D), v )
Par (4.18), on sait que

H(P(Ns/v @ 1)p,ép/) = H(Dj, (ipj")"§) = H(Ep,1"E). (4.20)

Soit hH(P(Nz/v@)5.4p1) RH (D (ipi'0")"8) les métriques Lo sur H(Xp,3*€), H(f]B,
(ip')*¢) sur B induites par (g P(Ns,v@s pép) (gTPs, hé) [B3, §3.2]. Rappelle
que hE()-("€®%) est 1a métrique Lo sur R(mi).(i*€ ® k) définie a §1b). On mu-
nit R‘(m) K de la métrique hE(™)-K = pH(P(Ns/v @D 5.Ep/) @hH(Dp.(ipi'p)"€) @
RR(T).(i"6®%) - Alors par (4.16), il existe une classe de Bott-Chern ch(R*(mi). K,
hE().K) ¢ pB/pB.0 [BGSL, §1f)] telle que

%CMR‘(m) K, RRED-K) —ch(H(Sp, (ip')"€), k1 (Po:pd#70) - (4.21)

— ch(H(Zp,3%¢), pH(P(Nz/v@®1)B.Epr))

— ch(R* (i)« (i*€ ® k), AETD-(7E0R)),

Soit T (wPWNe/v®D) hépr) € PB/PBO les formes de torsion analytique as-

sociées au complexe (4.18) et (mips, hP) [B3, §3.2]. Soit T(wP' hé) € PB/PB’O

les formes de torsion analytique associées a (ipj'p’ : D' — B x {so},w?’, h¥). Soit
Inginjry = —T(wPN2v@D péor) + T(wP', hE)

T (w=, h"E®%) — ch(R® (i), K, hTI(m)-KY),

Rappelle que Vs est I’éclaté de V' le long de E. Par la Section 4a) et (4.8), le
complexe

(4.22)

(Eppve,v) 10— (€@ [~D)ps 3 &y — 0. (4.23)
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est une résolution canonique de Oz (p*§) sur Vx. Le complexe

o
(ED1P(Ns,v) V) 1 0 = (D°E® [=D))ip(Ng)v) — P Ep(Ng,v) = 0. (4:24)
est une résolution canonique de O (p*€) sur P(Nyg,v ).
Soient H(Vx,p,¢p) et H(P(Nx,v)B, {p) les hypercohomologies de
(OV2|B(£D|VE>7 U)v (OP(N):/V)B(§D|P(Ng/v))7v)-
Par (4.23) et (4.24), on a
H(Vyyp,£p) = H(Zp, (jp)*€) = R(mjp).(ip)*¢,
H(P(Ns,v)B,¢p) = H(ZB, (ip)*§).
Soient hH(Vzs:60) pH(P(Ns/v)8.£D) les métriques Ly associées sur H(Zg, (jp)*&),
H(Ep, (ip)*€) sur B [B3, §3.2].

On rappelle que le complexe (R*7,. L, v) est défini en (2.2). On munit R®7m.L
de la métrique

(4.25)

p/RmL _ @hIR%*E P R (VeB.£D) @ RE(T)« (" EQK)

Soit ch(R*m, L, W'R™=L) ¢ PB/PB9 ]a classe de Bott-Chern [BGS1] telle qu’elle
vérifie une équation analogue de (2.3).
On munit R*(7i). K de la métrique

R/ R K @hH(P(NE/V@l)BvED’) @ R (Vsi5.¢D) @ BB (i"6®K)
Comme en (4.21), on P’associe une classe de Bott-Chern ch(R® (i), K, h'R(T)+K)
€ PB/PB0. On a aussi [B2, (9.35)]
Npng,yyyw =U @ U™ (4.26)
Soit Wp(ny, ) éclaté de W le long de ]j\(NE/V) C W et pp(Ny,v) : Wh(Ng ) —
W la projection correspondante. Alors, W, la normalisation de W, est un diviseur
lisse dans Wp(ny, V) qui sont transversaux le long de P(U & U™1).

Soient 13, 1300 les normalisations de D, D,. Soit pp : D — D,p: 1300 — Dy
les projections naturelles. Soit i; : 3 — Dy, I'immersion naturelle.
Sur D, on a un bicomplexe de faisceaux

0 0 0
! v1 1 v .
0— OWoolDoo —’PD*05|D°°—’ Zl*pD*Og—* 0
pal vy Ml Lol
0— pPrp(Ns, 0w p. —PO0p_—  11:pDxOg—0 (4.27)
. k2l v p2l 1
0— Zl*p*oim —>i1*p*(9§m—> 0— 0
| 1 |
0 0 0

Dans (4.27), on a

Pp(Nsv)x O 1p.. = ODoonvs ® Obr,

—~ 4.28
pxO0p_ = Opnvy ® pi.Op,- (4.28)
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Les vy, u1 sont des morphismes naturelles, vs, u2 sont des morphismes de différence.
De plus, comme We, = Vs Up(ny,,y) P(Ns/v @ 1), les v1, p1 des troisiemes lignes
et colonnes sont des identités.

Apres avoir tensorisé (4.27) par p*£, on note les lignes de haut en bas par
Li (i = 0,1,2), et les colonnes de gauche & droite par L? (i = 0,1,2). On note
aussi Rm, L%, Rm.L? (i = 0,1,2) les suites exactes longues de la cohomologie de
Lil b8 Liip.. 8- Par (4.27), on a un bicomplexe de fibrés vectoriels sur B

0 0 0
1 ! !
R H(Dooy 3, p*€) X, B H(Zp,i*¢®k) — -
M1 l M1 l J751 l
- = H'(Dooy 5 PP(Ns)y «Op, ®PE) 2 Vi B H(Dp,i€@kK) — -
M2 l 1223 l M2 l
S H'(Z5,1"{ @ K) %z B 0 —

(4.29)
(avec Xz = Hl(Doo|Bpr*Of) ®p*£)’ Y'Z = HZ(Doo|B, 70\*05«, ®p*£)’ Z2 = HZ(Z|Ba
i*§ ® K)) dont les lignes sont exactes.

Soit k' Bm+L; (i,7 = 0,1,2) une métrique hermitienne sur R'W*Lé- sur B.
Alors elle induit des métriques h B™Le et B B7L] sur Rem, Li et R*m, L. Soit
ch(R*m L, h'Bm=Le) et &(R'W*L;, B B7-L3) ¢ PB/PB.0 s classes de Bott-Chern
associées [BGS1, §1f)] qui vérifient des équations analogues & (4.21). Par (4.27),
(4.29), d’apres un argument de suite spectrale, en utilisant [Mal, Théoréme 10.7],
dans PB/P5:° on a

2 o ‘ 2 o
> (~1)ich(R*m Li, k- Ee) = (1) ch(R*m. L}, h B 15). (4.30)
i=0 3=0

Rappelle que ps : P(Ny,y © 1) — X est la projection naturelle. Soient
T(w"s, hér), T(wFN=/v) hér) ¢ PB/PBO les formes de torsion analytique de
(4.23), (4.24) associées & (m1p, h*P), (wips|p(Ny;,,)» h°7) [B3, §3.2]. On pose

I, = T(w"=, héP) — T(w?, hf)
‘CNh(H(fs, (jp)*€), hE(rIR)-GR)"E, hH(X“’E”)>,
I, = T(wP(NE/v)7 hﬁD) _ T(wz, hi*g@m)
—c'B(H(iB, (ip)*€), hR(T)«(i"E®nm), hH(P(NEmB,am),

(4.31)

Pour les formes de torsion analytique T(w",héP) associées & § : W —
B x P! et le complexe (£p,v) (cf. (4.8)), comme § est singuliere sur B x {oco},
en procédant comme dans les Sections 1 et 2, on définit T (w"We hép  p/F7«E ) et
T'(wWe=, héo W'E™E) ¢ PB/PB.0 Comme on a fait apres (2.2), on définit

hRng _ h'ng @ hH(Dmu;,pp(NE/VNOWw@p*&) ® pH(E 5,005 ®i%E)
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la métrique L? sur R°m,L§ induite par h*P,g"". Comme W, = Vi Up(ny,,y)

P(Nsx,v @ 1), par (2.4), on a

T/(wWoo7 hED’ h/R%,g) — T(sz, hED) + T(wP(NE/V®1)’ hED)

< . 4.32
—T(wP(NE/V), hED) — ch(R*m. LS, hRT{'*LO). ( )

On rappelle aussi que D est la normalisation de D et o D — D est la
projection canonique. Par la Proposition 4.2, R(gpp")«(jppp’)*€ est localement

libre sur BxP!. Comme dans les Sections 1 et 2, on peut définir T'(wPe, hS, h'E™=¢)
et T'(wP==, hé, W'F7-&) ¢ PB/PBO sur B pour la fibration ppp’ : D — B{so} xP'.

On a une équation analogue que (B2, (9.92)].

Proposition 4.9. On a l’équation suivante dans PP /PBO,

Inoo — In, + In, — (T' = T)(wP=, hE, BEFE) (4.33)
(T = T)(w"e=, he2, K5
= (Tl — Too) (WP, B, WFT8) — Iy (i)
Preuve. Par [Mal, (10.7)], Remarque 4.5, (4.11)—(4.13), (4.22), (4.30)—(4.32), on a
(4.33). O
Théoréme 4.10. Le terme (T — Too)(wP, hE, WE™E) — I ;i) € PB/PBO est égal
eractement le méme terme & droite de [B2, (9.69)].

Preuve. En effet, le terme 10g(””¢’ﬁ)2(oo) dans [B2, (9.69)] correspend &

’
IIX((J’PD)*E)

(T!, — Tw), le terme log,‘(%—-::,;(“ﬂ')*—“)2 dans [B2, (9.69)] correspend & I(;,;). Par
A((ipi")* )
(4.33), et en procédant comme en [B2, Théoréme 9.16], on a le Théoreme. O

d) Preuve du Théoréme 2.1

En procédant comme en [B2, §9f) et §9g)|, et en remplacant les métriques de
Quillen par les formes de torsion analytique, on a le Théoreme 2.1. O

5. Fonctorialité de la renormalisation de formes
de torsion analytique

Dans cette section, on explique la compatibilité du Théoréme 2.1 et [BerB, Théore-
me 3.1]. Comme ¢a concerne des fibrés singuliéres, la vérification n’est pas toujours
triviale.

Cette section est organisée de la maniére suivante. Dans a), on étudie des
classes de Bott-Chern preés des fibres singulieres. Dans b), on donne une version
de [BerB, Théoreme 3.1] aux fibres singuliéres.

Dans cette section, on fait les mémes hypotheses et utilise toujours les mémes
notations qu’aux Sections 1 et 2.
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a) Classes de Bott-Chern prés des fibres singuliéres
On considere la suite exacte de fibrés holomorphes hermitiens sur V' \ &
0—-TY -TZ —n{TB — 0. (5.1)
Soit Td(TZ,TB,g74,¢gTB) € PV\2/PV\E0 14 classe de Bott-Chern de [BGS1]
telle que
g(zﬁ(TZ, TB,g"%,¢g") (5.2)
i
=Td(TZ,g"%) — 7} (TA(TB, ¢"B))Td(TY, ¢*Y).

Par [B2, Théoréme 1.1], le fibré verctoriel TZ sur Vy \ P(Ny,v) ~ V \ &
s’étend en un sous-fibré v(TV/S) de p*TV sur Vs, de plus, le fibré v(TV/B x S)
défini & §le) est un sous-fibré de v(T'V/S). Sur Z, on a

TZ = v(TV/S). (5.3)

Soit gTé,g”(TV/S) les métriques sur TZ,U(TV/S) induites par g7V Par (2.9), on
a un bicomplexe de fibrés vectoriels holomorphes sur P(Nyx /v ),

0 0 0
l 1 1

015 TES/Bx A — o(TV/BxS)— U ®psk —0
1 ! 1

00—y, TS/S — v(TV/S) — U ®psk — 0 (5.4)
1 1 1

0 —-my TB — 5 TB — 0 —0
l l 1
0 0 0

Soient

Td(v(TV/8), g" V)| gU®Per) Td(v(TV/S), TB, g" "/, gB)
e PP(NE/V)/PP(NZ/V)7O

les classes de Bott-Chern associées aux deuxieémes ligne et colonne de (5.4). Soit
TA(TE/S, TB, g">/$ gTB) € PT/P%0 la classe de Bott-Chern associée & la pre-
miere colonne de (5.4). Par (5.4), et l'unicité de la classe de Bott-Chern [BGS1,
Théoreme 1.29], dans PP(N=/v) /pP(Ns/v)0 on a (B2, (9.72)])

rfa(v(TV/S), gv(TV/S)7gU®p§:'€) (5.5)
~Td(w(TV/B x §), g"TV/Bx5), gUePEr)Td(T B, ")
= Td(v(TV/S),TB, g"TV/9) gTB)
~’fa(TZ/S, TB’gTE/S’gTB)Td(U ®p§ﬂ,gU®p§”).
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Proposition 5.1. Pour i € PV fizé, quand s € S\ A — so € A, on a

/ uTd(TZ,TB,g"%,¢"?) = /AuTvd(TZTB,gT?gTB) (5.6)
Zs Z

+2/ uTd(w(TV/S),TB, g"TV/% gTB) + O(s — s0).
P(Ns,v)

Preuve. Soit u; € PY®, par 'argument dans [B2, Théoréme 2.1], quand s € S\A —

so € A, on a
/ H1 = /A/,l,l + 2/ p1+ O(s — 50). (57)
s Z P(Ns,v)
On a aussi

’fa(sz TB, gTZ7 gTB)BX{s} = ’f\a(’U(TV/S), TB, gU(TV/S)a gTB)Bx{s}' (58)
Par (5.7) et (5.8), on a la Proposition. O

b) Fonctorialité des formes de torsion analytique

On rappelle que k' B¢ est une métrique C™ sur R*m.£ sur B x S.

Soit A(§) et A(R*m.&) les fibrés en droite sur S qui sont les inverses des
déterminants de H(Z,&z) et H(B,R*7.§|p). Alors par [KM], le fibré en droite
A(€) ® ATLH(R* 7€) a une section canonique non nulle o7 sur S. Soit || I\(rem.e)
la métrique de Quillen sur A(R*m,£) associées aux métriques g7B h'R™¢ sur
TB, Rm.§. Soit || [|xe),» la métrique renormalisée définie dans [B2, (0.7)]. Soit

I lIx@),a@r-1(Rom.e) la métrique sur A(€)|a ® A1 (R*m.&) induite par || [|xe),a
et ||

II)\(R'W*Q'
Théoréme 5.2. On a l’identité

10g(||<71||§(g)|A®>ﬁl(R-mg)) (5.9)
= [ TATB, g T 1 K
B

_ ﬁ Td(TZ,TB, g%, gTB)ch(€, hf)
Z

-2 / Td(w(TV/S),TB, g"TV/9) gTB)ch(¢, hE).
P(Ns,v)

Preuve. Par (1.16), Théoréme 1.3, Proposition 5.1, on a le Théoréme 5.2. O
Soient o5 et o3 les sections canoniques non-nulles de
A(7p)*€) @ NHR* (mjp)« (1p)*E),  A(E*E) ® A™H(R®(mi),i*€).
Soient 7 et T les sections canoniques non-nulles des inverses du déterminant

de cohomologie associées a (2.1) et (2.2). Pour simplifier, on note ||7;||, | o;| les
métriques de Quillen associées. Par un argument de suite spectrale [KM], on a

1R ®oz =T ®T L. (5.10)
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Par [BGS2, Théoreme 1.23], on a
log [|72||? = / Td(TB, g" B)ch(R*m, L, K™ 1). (5.11)
B

Si on applique [BerB, Théoreéme 3.1] & 02, 03, [B2, Théoréme 0.2] (ou Théore-
me 2.1) & la section 71, par le Théoreme 2.1, (5.5), (5.9) et (5.11), a partir de
I’équation des métriques de Quillen pou (5.10), on ramene finalement ’équation
suivante

/ Td(T/S, TB, g™/ S,gTB)[ /
>

x 1
Td(U®p§n,gU®p2")+—] —0. (5.12)
P(Ns/v)s 2
Mais par [B2, (6.64)], on a

x 1
/ Td(U ® pk, gv®P=r) = ——. (5.13)
P(Ns/v)s 2

Donc le Théoreme 2.1 et [BerB, Théoréme 3.1] sont compatibles.

On peut interpréter le Théoreme 2.1 et la compatibilité de Théoreme 2.1 et
[BerB, Théoreme 3.1] comme “la renormalisation commute & la limite adiabatique
pour la métrique de Quillen”.
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