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Formes de torsion analytique et 
fibrations singulieres 

Xiaonan Ma 

Abstract. In this paper, we generalize to a relative situation a result of Bismut 
[B2] on the Quillen metric associated to a singular fibration. To establish our 
results, we make essential use of the immersion theorem of Bismut for analytic 
torsion forms [B3]. 

Resume. L'objet de cet article est d'etudier des formes de torsion analytique 
au voisinage de fibres degenerant en diviseurs a croisements normaux. On 
calcule la partie finie de la renormalisation a l'aide des formes de torsion 
analytique sur la normalisee de ces fibres. Ce resultat etend une formule de 
Bismut [B2] a une situation en famille. 

Introduction 

Les formes de torsion analytique de Bismut-Kohler sont l'extension de la torsion 
analytique de Ray-Singer pour une submersion holomorphe. Ces formes sont con­
tenues dans la definition de l'image directe de Gillet et Soule [GS] en geometrie 
d'Arakelov. 

Soit 7r : X --> S un morphisme de varietes compactes complexes qui est une 
submersion sur Ie complementaire d'une sous varieteI: de codimension 2, ou 7r 
a des singularites ordinaires. Soit ~ = 7r(I:). Soit ~ un fibre holomorphe sur X. 
On pose .\(j*O = det(R-7r.;)-I. Dans [B2J, Bismut a calcule Ie comportement de 
la metrique de Quillen sur .\(j*';) pres de ~. Apres extraction d'une divergence 
logarithmique, il a decrit la metrique limite en fonction de la met rique de Quillen 
sur la normalisation des fibres singulieres. 

Le but de cet article est de generaliser un result at de Bismut [B2, Theoreme 
0.2] a une situation en famille. On Ie donne comme Ie Theoreme 2.1. Pour montrer 
Ie Theoreme 2.1, on procede comme en [B2]. C'est a dire, on utilise la technique 
de la deformation du cone normal [BaFMJ, et Ie theoreme d'immersion de [B3, 
Theoreme 0.1]. Comme tous les calculs sont presque les memes que dans [B2J, on 
omit toujours les details des calculs. On se concentre souvent de verifier que les 
cohomologies intermediaires soient localement libres, et les relations des classes de 
Bott-Chern correpondantes. 
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Cet article est organise de la maniere suivante. Dans la Section 1, en utilisant 
Ie result at de [B3] , on calcule Ie comportement des formes de torsion analytique 
pres des fibres singulieres. Dans la Section 2, on enonce Ie Theoreme 2.1 qui, a 
l'aide des formes de torsion analytique sur la normalisee de ces fibres, calcule sa 
renormalisation. Dans la Section 3, on montre Ie Theoreme 2.1 dans Ie cas Z = 
Zl UL Z2. Dans la Section 4, on montre Ie Theoreme 2.1 dans Ie cas general. Dans 
la Section 5, on verifie la compatibilite du Theoreme 2.1 et [BerB, Theoreme 3.1]. 
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1. La divergence logarithmique des formes de torsion analytique 
pres des fibres singulieres 

Cette section est organisee de la fa<;on suivante. Dans a), on definit une fibration 
singuliere. Dans b), on donne des hypotheses et des notations. Dans c), on applique 
Ie Theoreme d'immersion de [B3] a notre situation. Dans d), on calcule la partie 
divergente des formes de torsion analytique pres des fibres singulieres. Dans e), 
on indique les formules d'anomalie pour la renormalisation des formes de torsion 
analytique. 

a) Dne fibration singuiiere 

Soit V, B deux varietes complexes compactes Kiihleriennes. Soit S une variete 
complexe de dimension 1. Soit ~ une so us variete complexe de V de co dimension 
2, soit ~ un ensemble de points isoles dans S. Soit 7r : V -+ B x S une application 
holomorphe de fibre compacte Y. Soit P1 : B x S -+ B et P2 : B x S -+ S les 
projections naturelles. On note 7r1 = P1 07r et 7r2 = P2 07r. 

On suppose que 7r : V \ ~ -+ B x S (resp. 7r : ~ -+ B x ~) est une submersion 
et que si x E ~, il existe un systeme de coordonnees holomorphes (xl, ... ,xn) pres 
de x, une coordonnee (sl) pres de 7r2(X), un systeme de coordonnees holomorphes 
(b 1 , ... , bm ) pres de 7r1 (x) tels que localement 

~ = (x 1 = 0, x2 = 0), 
~ = (Sl = 0), 

( 1 n) _ ( 3 m+2) 7r1 X , ••. , x - x , ... , x , (1.1) 

( 1 n) _ 1 2 7r2 X , ... , x - x x . 

Pour b E B, s E S , so it Xb = 7rl1(b), Zs = 7r2 1(S). Alors 7r1 : V -+ Best une 
submersion holomorphe de fibre compacte X. 

On note aussi Z = 7r21(~), on considere les immersions i : ~ -+ V,js : Zs -+ 

V, j : Z -+ V. Soit VL; l'eclate de V Ie long de ~, et soit p : VL -+ V la projection 
canonique. Soit p : Z -+ Z la normalisee de Z. Alors Z est un diviseur lisse de 
VL;. On pose ~ = p-1(~). Alors p : ~ -+ ~ est un revetement double. Soit K, Ie 
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Z2 -fibre sur ~, y;, = det p*0i:' Alors Z, Z, f: et E se fibrent sur B x ~ de fibres 

compactes ZB,~ZB' f:~ et ~B. Pour b E B, s E 6., si on note Y(b.s) la normalisee 

de y(b.s) , on a ZB = y(b.s)' 

b) Hypotheses et notations 

Soit ~ un fibre vectoriel holomorphe sur V. 
Dans la suite, on suppose que les images directes R·7r*~, R·(7rjp)*(jp)*~, 

R·(-rri)*i*~, R·(7rip)*(ip)*~ et R·(7ri)*(i*~ @ y;,) sont localement libres sur B x 5, 
B x 6., B x ~, B x ~ et B x ~. Soit H(Y, ~IY) la cohomologie de ~IY Ie long 
des fibres Y. Alors ils sont des fibres holomorphes Z-gradues. Plus exactement 
R·7r*~ = H(Y,~IY)' 

Soit gTV une metrique Kiihlerienne sur TV, soient gTX, gTY et g1'Z s les 
metriques induites par gTV sur TX, TY et TZs sur V, V \ ~ et V \ Z. Soit hE 
une metrique hermitienne sur ~. On munit la metrique triviale sur y;,. De plus, les 
varietes Z et E sont lisses, la met rique gTV induite donc des metriques g1'ZB, gT"2:,B 
sur TZIB x ~,T~/B x~. 

Pour bE B x (5\~), soit O(Yb , ~IYb) Ie complexe de Dolbeault des formes Coo 
sur la fibre Yb a valeur dans ~. On munit O(Y, ~IY) de la met rique hermitienne L2 
associee a gTY, hE, [B3, §2.6]. On identifie H(Y, ~IY) aux formes harmoniques dans 
Ie complexe de Dolbeault relatif O(Y, ~IY)' So it hR7r • E la metrique L2 associee sur 
W7r*~ sur B x (5\~) [B3, §2.6]' [BerB, §lc)]. De meme, on note h R (7ri).(i·ErZ;nc) et 
hR ( 7rjp). (jp)' E les metriques L2 sur R· (7ri)* (i* ~ @ y;,) et R· (7rj p)* (j p)* ~ sur B x .6. 
induites par g1'ZB ,g1'"2:,B et hE,. 

Si K est un fibre vectoriel holomorphe avec une met rique gK sur B, si Q est 
un polynome caracteristique, on designe par Q(K, gK) E pB la forme de Chern­
Weil associee a la courbure de la connexion holomorphe hermitienne sur K. 

Soit pB l'espace des formes reelles Coo sur B qui sont la somme de formes de 
type (p,p). Soit pB,O l'espace de 0' E pB qui s'ecrivent 0' = 8(3 + 8, ou (3" sont 
COO sur B. 

Comme Best compacte Kiihlerienne, pB.D est un sous espace vectoriel ferme 
de pB pour la convergence uniforme [B3, §6.5]. 

Definition 1.1. Soit 11.11 k(k E N) la norme sur pB I pB,D dejinie de la maniere 
suivante.· pour 0' E pB! on pose 

8a 
inf sup I ~ (0' - (3) (x) I· 

.SEPB,a xEB.lalSk uxa 
(1.2) 

Pour s E 5\~, soient w Zs , wV , wZ et w"2:, les (1, I)-formes reelles fermees sur 
Zs V, Z et ~ associees aux metriques gTZs, gTV, gTZ et gT"2:,. 

Soit T(wZs,hE,) E pB, T(wV,hE,) E pBX(S\b.), T(wZ,hE) E pBxb. et 
T(w"2:"hi ' E0",) E pBxb. les formes de torsion analytique construites dans Bismut­
Kohler [BK] sur B, Bx (5\~), Bx 6. et Bx 6. associees a (7rjs, wZs , hE), (7r, wV , hE), 
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et les formes T(wZs, hE), etc, verifient des equations analogues. 
Pour s E 5, so it Ts : B ---+ B x 5 l'application de y E B a (y, s) E B x 5. 

Alors pour s E 5 \~, on a 

(1.4) 

c) Theoreme d'immersion pour les formes de torsion analytique 

Soit Gr(1T2) Ie graphe de 1T2 dans V x 5. Alors Gr(1T2) est un diviseur lisse dans V x 
5. Soit [Gr(1T2)] Ie fibre en droite sur V x 5 associe a Gr(1T2). Soit ll'identification 
x E V ---+ lex) = (X,1T2(X)) E Gr(1T2)' So it m l'immersion Gr(1T2) ---+ V x 5. Soit 
n : V x 5 ---+ V, n' : V x 5 ---+ 5 les projections canoniques. On deduit facilement 
que 

[Gr(1T2)]IGr(7r2) = n'*T5IGr(7r 2) , NGr(7r2)/VXS = n'*T5IGr(7r2)' (1.5) 

Soit js l'immersion Zs ---+ V. Soit [Zs] Ie fibre en droite sur V associe a ZS' 
Soient 0"[Gr(7r2)], O"[Z,] les sections canoniques des fibres en droite [Gr(1T2)], [Zs]. Si 
s E 5, alors [Gr(1T2)]Vx{s} = [Zs] et 0"[Gr( 7r2)]vx{s} = O"[Z,]. Sur V X 5, on a une 
suite exacte de faisceaux 

(1.6) 

aIGr(~2)1 * * 
----+ Ovxs(n 0 ---+ m*OGr(7r2) ((nm) ~) ---+ O. 

Pour s E 5, la restriction de (1.6) a V x {s} est exactement 

(1. 7) 

On note (TJ, v) Ie complexe sur V x 5, 

(1.8) 

Rappelle que l'application (1Tl 0 n, n') : V x 5 ---+ B x 5 est une submersion de 
fibre compacte X. Soit H(X,TJlx) l'hypercohomologie de (Oxbx{s}(TJIXbx{s}),v). 
Alors par (1.6), H(X,TJlx) est isomorphe a H(Y,~IY) = R·1T*~, et H(X,TJlx) est 
un fibre vectoriel sur B x 5. 

Soit gTS une met rique hermitienne sur T5. So it g[Gr(7r2 )] une met rique her­
mitienne sur [Gr(1T2)]' Soit g-[Gr(7r2)] la met rique hemitienne sur [-Gr(1T2)] induite 
par g[Gr(7r2 )]. Soit h TJ = ht,®g[-Gr(7r2 )]ffiht, la met rique sur TJ = n*~®[-Gr(1T2)]ffin*~. 

Soit hH(x.TJlx) la met rique L2 sur H(X, TJlx) associee aux metriques gTX, hTJ 
definie par [B3, §3.2] et ch(H(X,TJlx), hR7r·t"hH(X,TJ1x)) E pBx(SV~)/pBX(S\t::..).() 
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la classe de Bott-Chern associee a [BGSl, §If)]. Par [B3, §3.2]' on peut construire 
des formes de torsion analytique T(n*wv, h1J) E pBxs / pEXS.O, telle que 

8.8 T(n*wv, h1J) = ch(H(X, 1]lx), hH(X,1J1x)) - r Td(T x, gTx)ch(1], h1J). 
2m J xx{s} 

Sur V \ ~, on a une suite exacte de fibres vectoriels holomorphes 

0---+ TY ---+ T X ---+ 7r~TS ---+ O. 

(1.9) 

Soit Td(T X, gTX, 7r~gTS) la classe de Bott-Chern associee a la suite exacte ci­
dessus, on a 

Pour s E S \ .6., on pose 

Is = T; [T(n*wV, h1J) - T(w v, hE,) + ch(H(X, "7lx), hH(X,r1I x ), h R1f*E,)]. (1.10) 

On a l'analogue de [B2, TMoreme 5.6]' Theoreme 1.2. Pour s E S \.6., l'identite 
suivante est vraie dans pE / pE ,0: 

! Td(T X, gTX)ch(~, hE,) 2 

Is =. Td([G ( )] [Gr(1f2 )]) log(110'[Gr(1f2)]II ) 
X x {s} r 7r2 ,g 

(1.11) 

j Td(T X gTX 7r*gTS) 
_ "2 ch(C hE,) 

Y, Td([Gr(7r2)],g[Gr(1f2 )]) <", . 

Preuve. En appliquant la for mule de [B3, Theoreme 0.1] a l'immersion js : Zs ---+ V 
(s E S \ .6.) qui est exactement l'immersion Gr( 7r2) n V x {s} ---+ V x {s}, et a la 
suite exacte de faisceaux (1.6) sur V x {s}. En procedant comme en [B2, Theoreme 
5.6], on a (1.11). 0 

d) La divergence logarithmique des formes de torsion analytique 
pres des fibres singulieres 

On pose 

E(x) = x - sinh(x) 
2x(1 - cosh(x)) 

Alors si (( s) est la fonction zeta de Riemann, 

E(x) = - L 
n?;:O.n pair 

(n + 2)(( -n - 1)xn 

(n + 1)! 

On identifie E au genre additif correspondant. 

E(O) = ~. 

(1.12) 

(1.13) 
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Soit h,R7r.t. une met rique hermitienne Coo sur R-7f*1:, sur B x S. Soit ch(R-7f*1:" 
h R7r .t., h,R7r.t.) E pBX(S\t::.)/pBX(S\t::.),a la classe de Bott-Chern de [BGSl, §If)] 
telle que 

28.8 clI(R-7f*1:" hR7r.t., h,R7r.t.) = ch(R-7f*1:" h,R7r.t.) - ch(R-7f*1:" hR7r.t.). (1.14) 
Z7f 

Soit O"[t::.] la section canonique du diviseur [.6.]. Soit g[t::.] une met rique sur [.6.]. 

Theoreme 1.3. Pour So E .6., la limite 

lim {r; [T(wV, ht.) + clI(R-7f*1:" hR7r ,t., h'R7r't.)] 
S\t::.3s->so 

(1.15) 

+ ~ log(IIO"[t::.] II;) r Td(TI:B)E(NL:/v )ch(f:,)}. 
2 JL:B 

existe dans pB / pB,a. On note cette limite comme T(w Z, ht., h'R7r,t.) E pB / pB,a. 

On considere T(w Z, ht., h'R7r,t.) E pB / pB,O comme les formes de torsion an­
alytique de Zso --+ B. 

Avant demontrer Ie Theoreme 1.3, on verifie que ce Theoreme est compatible 
a [B2, TMoreme 5.9], [BerB, TMoreme 3.1]. 

Soit A(I:,) et A(R-7f*1:,) les fibres en droite sur S qui sont les inverses des 
determinants de H (Z, 1:,1 z) et H (B, R- 7f * 1:,1 B ). Alors par [KM], Ie fibre en droi te 
A(I:,) Q9 A-I (R-7f*1:,) a une section canonique non nulle 0" sur S. Soit II 11'\(t.) et 
II 11,\(Ro 7r,£,) les metriques de Quillen sur A(t:,) et A(R-7f*1:,) sur S \.6. associees a 
gTZs,ht. et gTB,hR7r .f,. Soit II 11,\(f,)0,\-1(R07r,£,) la metrique correspondante sur 
A(I:,)Q9A- I (R-7f*t:,) sur S\b.. Alors pour s E S\.6., en appliquant [BerB, TMoreme 
3.1], on a 

log 110"11~(£,)0,\-1(R07r*£,) = - fBX{s} Td(TB,gTB)T(wV, hI',) 

+ fz Td(TZ,TB,gTZ,gTB)ch(l:"ht.). 
8 

(1.16) 

lci, comme en (1.11), la classe de Bott-Chern Td(·,·) correspond a la suite exacte 

o --+ TY --+ T Z --+ 7f~T B --+ O. 

En utilisant [B2, TMoremes 2.1 et 5.9] et [BGS2, TMoreme 1.23] (se referer 
aussi a §5), quand s E S \ b. --+ So E .6., 

- r Td(TB,gTB) [T(wV, hE.) + clI(R-7f*!:" hR7r ,f" h'R7r'E.)] 
J Bx{s} 

- ~ log(IIO"[t::.] II;) ~ Td(TI:)E(NL:/v)ch(l:,) 

a une limite. C'est a dire, Ie TMoreme 1.3 est compatible a [BerB], [B2]. D 

Preuve du Theoreme 1.3. Dans notre cas, par une modification simple de l'argu­
ment de [B2], on sait que les resultats analogues de [B2, TMoremes 2.2 et 3.3] sont 
aussi vrais. 
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En procedant comme en [H2, Theoreme 5.7], quand S E S \ ~ ----7 So E ~, 
l'asymptotique du terme a droite de (1.11) dans pB / pB,O est exactement la me me 
for mule que celle de [H2, (5.20)]. 

Comme T(n*wv, h'l) E pBXS, on a montre Ie Theoreme 1.3. D 

Par Ie Theoreme 1.3, dans pB / pB,O, on pose 

(1.17) 

e) Formules d'anomalie pour des formes de torsion analytique 

Soit gl1'V,h'E"hI/Rrr,E, des metriques sur TV,~,R·7r*~. Pour So E ~ fixe, on peut 
construire aussi T(W'Z, hiE" hl/RIT'E,) E pB / pB.O com me dans Ie Theoreme 1.3. 

Par [H2, Theoreme 1.1], Ie fibre vectoriel TY sur VE \ P(NE / V ) :::: V \ 1: 

s'etend en un sous-fibre v(TV/ B x S) de p*TV sur V~::. Alors sur Z, on a TY = 
v(TV/B x S). Soit gv(1'V/BXS), g'V(1'V/BXS) les metriques induites par g1'V, g'1'V 

sur v(TV/ B x S). Soit g(['Y la metrique sur TY induite par gITV. So it 

Td(v(TV/ B x S), gv(TV/BXS), g,v(TV/BXS)) E pVE / pvE.o, 

2h(~,hE"h'E,) E pv/pv,o, Td(TY,gTY,gl1'Y) E pz/pz,o, 

ch(R-7r *~, h'RIT,E" hl/RIT,E,) E pBXS / pB XS,O 

les classes de Bott-Chern [HGS1]. On a 

28.8 2h(~, hE" hiE,) = ch(~, hiE,) - ch(~, hE,). 
Z7r 

(1.18) 

et les autres formes ci-dessus verifient des equations analogues. 
Alors par (1.15), [H2, Theoreme 2.1], [HK, Theoreme 3.10]' on a 

Theoreme 1.4. On a l'identite suivante dans pE /pB.O 

T(W'Z, hiE" hl/RIT,E,) _ T(wz, hE" h,RIT.E,) = c1(R-7r*~, h'RIT,E" hl/RIT,E,) 

-h (Td(TY, g1'S;', gITY)ch(~, hE,) + Td(TY, g'TY)ch(~, hE, h'E,)) 

-2 r {ch(~, hE,) r Td(v(TV/ B x S), gv(TV/ BXS), g'v(TV/ BXS)) 
lEE 1 P(N):/F) 

+2h(~,hE"h'E,) r Td(v(TV/B x S),g'V(TV/BXS))}. (1.19) 
lp(NE / v ) 

2. Comparaison des formes de torsion analytique 

Pour S E ~ fixe, soit zs la normalisation de Zs et p : Zs ----7 Zs est la projection 
canonique. On note k : 1:s ----7 Zs l'immersion triviale. Dans la suite, on omit 
l'indice s. 
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Alors p*Oz((jp)*O est un Oz-faisceau sur Z, et il existe un morphisme 
naturel Oz(j*~) ----> p*Oz((jp)*O et un morphisme de difference p*Oz((jp)*O ----> 

k*(Odi*~ ® h:)). Sur Z, on a une suite exacte de faisceaux [B2, (5.53)] 

(L, v) : 0 ----> Oz(j*O ----> p*Oz((jp)*O ----> k*(Odi*~ ® h:)) ----> O. (2.1) 

D'apres (2.1), on a une suite exacte de fibres vectoriels holomorphes sur B 

(Re1r*L,v) : ... ----> Ri-l(1ri)*(i*~ ® h:) ----> Ri(1rj)*~ ----> Ri(1rjp)*(jp)*~ ----> ...• 

(2.2) 
On munit Re1r*L de la metrique h R7r*L = h'R7r*f, EB hR(7rjp)*(jp)*f, EEl hR(7ri)*(i*f,®r<). 

Soit 2h(Re1r*L, hR7r*L) E pE / pE.O la classe de Bott-Chern [BGSl] telle que 

~~ ch(Re1r*L, hR7r*L) = ch( R(1rjp)*(jp)*~, hR(7r jP )*(jP)*E,) (2.3) 

-ch(Re1r*~, h,R7r*f;) - ch( R(1ri)*(i*~ ® h:), hR(7ri)*(i*f;®K»). 

On rappelle que T(wZ, hf" h,R7r*E,) E pE / pE.O est definie par Ie Theoreme 

1.3, et que T(wZ, hf;) et T(wL" hi*f;®K) sont definies a §lb). On pose 

T'(w z , hf;, h,R7r*f,) = T(wZ, hf;) - T(wL" hi*f,®,,) - ch(Re1r*L, hR7r*L). (2.4) 

L'objet de cet article est de donner une formule pour 

T'(w z ,hf"h,R7r*f.) _T(wz ,hE.,h,R7r*f.) E pE/pE.O. (2.5) 

Soit ((s) la fonction zeta de Riemann. Soit R(x) la serie de Gillet-Soule [GS] 

( ('(-n) n 1) xn 
R(x) = '" 2-- + '" -:- ((-n)-. ~ ((-n) ~J n! 

n2':O. n impair j=l 
(2.6) 

Si f(x) est une serie entiere, on pose f(x) = 'E-k>of[klxk. On definit Sex), T(x) 
par 

Sex) = L t (-l)jC~((_n)x~, 
n2':l. n impair j=l J n. 

T(x)= '" 1 [(l+x)n+llOg(l+x)][nlxn. 
~ . (n + 3)! 1 + 2x 

n2':2. n palr 

(2.7) 

On identifie R(x), Sex), T(x) aux genres additifs correspondants. On pose 

1 2 1 
Q(x ,x ) = 1 2 

X - X 

l x2 Td( _Xl )Td( _x2 ) - Td( -s)Td( _(Xl + x 2 - s)) 
x ds. 

xl Td( -s)(s - Xl )(s - x 2 ) 

(2.8) 

Alors Q(Xl, x 2 ) est une fonction symetrique de (Xl, x 2 ). On peut considerer Q 
comme une fonction ad-invariante des matrices 2 x 2. On identifie Q au genre 
correspondant. De plus Q(x, -x) et Td(x)Q(x, 0) sont des fonctions paires. 
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On rappelle que TY sur VI: \ P(NI:/v) c::::: V \ ~ s'etend en un sous-fibre 
v(TVjB x S) de p*TV sur VI: [B3, Theoreme l.1]. Soit gv(TV/BXS) la met rique 
induite par gTV sur v(TVj B x S). Soit U Ie fibre en droite universel sur P(NI:/v). 
Soit PI: : P(NI:/v) ~ ~ la projection canonique. Sur P(NI:/v), on a la suite exacte 
[B2, (0.10)] 

o ~ pfT~jB x ~ ~ v(TVjB x S) ---+ U Q9pfK, ~ O. (2.9) 

Soit gNE/\/ une metrique sur N E/V telle que Ie scindement local NI:/v = 

NE/Z' + NI:/Z2 (ou NI:/Zi represente Ie fibre normal dans l'une des deux branches 
locales de Y) soit orthogonal, et que l'isomorphisme canonique A 2 N L/ v Q9 pfK, ~ 
7f2[~] soit une isometrie [B2, §6.3 et §9.4]. Par [BGSl, §If)], on peut associer une 
classe de Bott-Chern 

a la suite exacte de fibres holomorphes hermitiens (2.9) telle que 

2
fHJ Td(v(TVjB x S),gv(TV/BXS),gU@P'i;K) 

Z7f 
= Td(v(TVj B x S), gv(TV/BXS)) 

-pfTd(T~jB x ~,gTL/BX.6.)Td(U Q9PfK"gU®P~K). 

Theoreme 2.1. On a la for-mule suivante dans p E j p B .O, 

T'(w Z , h<;, h,R7r.<;) - T(w z , h<;, h,R7r.<;) 

= 2 r ch(';,g<;) r. Td(v(TVjB x S),gV(TV/RXS),gU®P'i;K) 
jLB j P(NE / F ) 

(2.10) 

- r Td(T~B)(Td(NL/V)T(N2;/V)+2Q(N2;/V))ch(O (2.11) 
jLB 

+ ~ Td(Tf;B)(Td(x)(R:S + Q(x, 0))) (N1:/i)ch(O. hB 
Remarque 2.2. 

i) Si B est un point, Ie Theoreme 2.1 est [B2, Theoreme 0.2]. 

ii) Dans Ie Theoreme 2.1, si Vest projective, par l'argument de resolution 
acyclique, on peut supposer seulement que 

et 

sont localement libres sur B x S. B x ~ et B x ~. 
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3. Preuve du Theoreme 2.1: 
Ie cas oil Ia fibre exceptionnelle est scindee 

Cette section est organisee de la fa<;on suivante. Dans a), on introduit notre hy­
pothese sur Z. Dans b), on compare des formes de torsion analytique. Dans c), on 
montre Ie Theoreme 2.1 sous notre hypothese sur Z. 

a) Dne hypothese simple sur Z 

Dans la suite, on fixe toujours So E Do. So it Z = Zso. 
On suppose qu'il existe deux diviseurs lisses Zl et Z2 dans V intersectes 

transversalement Ie long de ~ tels que 

Alors Ie fibre Ii sur ~ est trivial. Soit i : ~ -+ V, jk : Zk -+ V, j : Z -+ VIes 
immersions naturelles. Pour k = 1,2, soit O"[Zk] la section canonique de [Zk]. Alors 
la section canonique O"[Z] de [Z] est donnee par 

(3.2) 

Par (3.2), on identifie A2([_Zl] EB [_z2]) a [-Z]. 
Les complexes de Koszul (A([_Zk], O"[Zkl), (A[-Z], O"[ZI), (A([_Zl] EB [_Z2]), 

O"[ZII EB 0"[Z21) sont des resolutions des Ov-faisceaux j~C,j*C,i*C sur V. On a Ie 
complexe de faisceaux sur V 

0 0 0 
T j j 

0-+ i*C----+ 0-+ 0-+ 0 
j j j 

0-+ C----+ C-+ 0-+ 0 
iU[Zlj EEl ( -iUjZ2j H ej j (3.3) 

0-+ [_Zl] EB [_Z2([Zl.l!:[Z2 j CEf)C-+ j;C EB j';C-+ 0 
iU[Zlj EEl ( -iU[Z2j)T ej eT 

0-+ [-Z]~ C-+ j*C-+ 0 
j j j 

0 0 0 

Dans (3.3), e: C -+ CEBC est Ie complexe diagonal f -+ (j,j) et e: CEBC -+ C est 
donne par (j,g) -+ (j - g), et j;CEBj;C = (jp)*C, e: j*C -+ j;CEBj;C = (jp)*C 
est induit par Ie morphisme de Oz-faisceaux sur Z, C -+ p*C considere dans (2.1). 

Dans (3.3), les trois premieres lignes (a partir du bas) sont des suites exactes 
de faisceaux. Les deux premieres lignes correspondent aux complexes de Koszul 
pour les diviseurs Z, Zl et Z2 dans V. Les deux premieres colonnes dans (3.3) sont 
aussi des suites exactes de faisceaux. La premiere colonne correspond au complexe 
de Koszul associee a ~ = Zl n Z2. 

Par un argument de suite spectrale, la cohomologie totale du bicomplexe 
(3.3) est exactement i.C. 
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Bien sur, tous les complexes de Oz-faisceaux peuvent etre tensorises par ~. 
Done on a un bicomplexe de fibres holomorphes sur V, 

0 0 
I I 

0--> ~---+ ~--> 0 
III III 

0--> ([_Zl] EB [_Z2]) ® ~~ ~ED~--> 0 (3.4) 
III v III 

0--> [-Z] ®~---+ ~--> 0 
I I 

° 0 

Dans (3.4), on numerote les lignes de haut en bas par (~!)(i = 0,1,2) et les colonnes 
de droite a gauche par (G)(i = 0,1). Par (1.8), on sait que 

(~;,v) = (1J,v)Wx{so}' (3.5) 

b) Comparaison des formes de torsion analytique 

Pour k = 1,2, soit g[Zk] une met rique hermitienne sur [Zk]. On munit [Z] de la 
met rique g[Z] = g[Zl] ®g[Z2]. On munit aussi [Zl] ED [Z2] de la met rique g[Zl]EIl[Z2] = 

g[Zl] EDg[Z2]. Alors A([_Zk]), A([-Z]), A([_Zl] ED [_Z2]) sont munis naturels des 
metriques hermitiennes gA([-ZkJ) , gA([-Z]) , gA([-Z']EIl[-Z2]). 

Soit H(X, ~:Ix) l'hypercohomologie de (Ox(~:lx), jL + v). Soient H(X, ~!Ix) 

et H(X,~7Ix) les hypercohomologies de (Ox(~!lx)'v) et (Ox(~~x),jL). Comme 
dans [B3, §3.2]' par la theorie de Hodge, on peut equiper des metriques £2, 
hH(x·E.:IX) hH(X·E.~lx) et hH(x.E.7Ix) (i = ° 1 2) sur H(X C· ) H(X ci ) et , , , '''.Ix ' '''.Ix 
H(X, ~7Ix) sur B associees a gA([_Zk]), gA([-Zll, gA([-Z']EIl[- Z2 ll, hE. et gTX. D'apres 

(3.3), sur B, on a 

H(X, ~~Ix) = H(X, ~~Ix) = 0, 
HP(X'~~lx) = RP(7rjp)*(jp)*O, 
HP(X'~;lx) = HP(X,1Jlx) = RP7r*~, 
HP-l(X'~:lx) = HP(X'~~lx) = RP(7ri)*i*~, 
hH(x'E.~lx) = hH(x·E.:lx), h H(X·E.;lx) = hH(x·1)lx). 

(3.6) 

Par [B3, §3.2]' on peut construire des formes de torsion analytique T(wV,hE.:), 
T(w v, hE.7) et T(w v, hE.~) E pE, telles que 

28.0 T(wv, hE.:) =ch(H(X'~:lx),hH(x.E.:lx))- r Td(TX,gTX)ch(~:,hE.:). (3.7) 
Z7r Jx 

et les formes T(w v, hE.;), T(w v, hE.~) verifient des equations analogues. Remarque 

aussi ch(~!, hE.~) = L:( -l)jch(~j, hE.j). Alors, par (1.9), on a 

i* T(n*wv hrl) = T(w v hE.;) So ' ,. (3.8) 
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On rappelle que Ie complexe Lest defini en (2.1). Soit h'R1f*L = hH(XJ';lx) ffi 

h H(X'<:;IX) ffihH(X'<::lx) la metrique sur R e 7r *L = R7r *E,ffiR( 7rj p)* (j p)* E,ffiR( 7ri)* i* E,. 
Comme en (2.3), so it ch(Re 7r*L, h,R1f*L) E pB I pB.O la classe de Bott-Chern pour 
Ie complexe (2.2). 

Theoreme 3.1. On a l'identite suivante dans pB I pB.a, 
2 

-T(wV, h<:~) = 2) -1)iT(wV, h<:~) + ch(R e 7r*L, h,R1f*L). (3.9) 
i=l 

Preuve. Pour Ie bicomplexe E = (O(X,E,:),ax +V,IL), si on Ie filtre par IL, alors Ie 
premier terme de la suite spectrale associee est Ef'i = HP(X, E,!lx)' D'ou Ie suite 
spectrale (End,,) degenere a E2 . D'apres l'argument de [Mal, Theoreme 11.1], 
[B3, Theoreme 0.2], pour Ie complexe (3.4), dans pB I pB,a, on a 

T(wV,h<::) = L;=()(-l)iT(wV,h<:~) +ch(Re 7r*L,h,R1f*L), 
T(wV, h<::) = L~=a( -l)iT(wV, h<:7). 

On veri fie facilement qu'on a 

T(wV,h<:~)=O, 

Par (3.10), (3.11), on a (3.9). 

c) Preuve du Theoreme 2.1 

Soit 

(3.10) 

(3.11) 

o 

(3.12) 

h.' T(wv, h<:~) - T(w E , h<:) + ch( H(X, E,~lx), hH(X'<:~IX), hR(1fi)*(i*O) , 

h.,,, T(w v, h<:;) - T(wZ, h<:) + Zh(H(X, E,~lx), hH(X'<:;IX), hR(1fjp)* (jp)* <:). 

Alors en utilisant [B3, Theoreme 0.1] et en procedant comme en [B2, Theoreme 
6.1], on sait que dans pB I pB,O, 1;", Iv' sont egaux formellement aux memes for­
mules que les termes a droite de [B2, (6.11)]. 

On rappelle que h.. est defini en (1.17). Par [BGSI, Theoreme 1.20], [Mal, 
(10.7)], dans pB I pB.D, on a 

ch(Re 7r*L, h,R1f*L) _ ch(Re 7r*L, hR1f*L) (3.13) 

= Ch( R(7ri)*i*E" hH(X'<:~IX), hR(1fi)*(i*<:)) 

-Zh ( R( 7rj p)* (j p)* E" hH(X'<:;IX), hR(1fjp)* (jp)* <:) 

+Zh(R e 7r*E" hH(x·t,;IX), h,R1f*t,). 

Par (1.10), (1.15), (3.7), (3.9) et (3.13), dans pB IpB.O, on a 

T'(w z , h<:, h,R1f*t,) - T(wz, ht" h'R1f*t,) = h. + h." - I),,,. (3.14) 

Par (3.14), en procedant comme dans [B2, §6 et §7], on a Ie Theoreme 2.1. 0 
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4. Preuve du Theoreme 2.1: Ie cas general 

Dans cette section, on montre Ie Theoreme 2.1 dans Ie cas general. On ne suppose 
donc plus que Z = Zl UL; Z2. L'idee principale de la preuve est d'utiliser la 
technique de la deformation du cone normal [BaFM], [BGS4]. Elle reduit notre 
probleme a un probleme analytique naturellement localise sur P(NL;/V ffi 1), auquel 
la technique de [B2, §4 et §6] peut etre appliquee. 

Cette section est organisee de la fa<;on suivante. Dans a), soit W l'eclate de 
V x pI Ie long de ~ x {oo}, on releve Ie diviseur Z a un diviseur D dans W. Dans 
b), on calcule l'asymptotique des formes de torsion analytique sur B x pl. Dans c), 
en utilisant les resultats de la Section 3, on sait que Ie probleme peut etre localise 
sur P(NL;/V ffi1). Et on etablit un resultat analogue de [B2, Theoreme 9.16]. Dans 
d), on montre Ie Theoreme 2.1 dans Ie cas general. 

Pour simplifier les notations, on suppose toujours que .6. = {so}. On utilise 
les meme notations qu'aux Sections 1 et 2. 

a) Diviseur D 

Soit W l'eclate de V x pI Ie long de ~ x {CXl}. Soit p, q les projections p : W -+ V, 
q: W -+ pl. Pour Z E pI, on pose 

( 4.1) 

Si Z "I 00, l'application p : Wz -+ Vest une identification de varietes complexes. 
Alors p* Z est un diviseur sur W. 

Definition 4.1. Soit D Ie diviseur sur W 

D = p* Z - 2P(NL;/V ffi 1). (4.2) 

Par [B3, Proposition 9.2], D est un diviseur effectif dans W, transversaux 
avec W=, et a croisements normaux Ie long de ~ x pl. On verifie facilement que 
D est exactement I' eclate de Z x P I Ie long de ~ x {oo}. En particulier , Woo n D 
est l'union de la normalisation Z = VL; n D de Z et de P(NL;/V ffi 1) n D qui est 
un diviseur aux croisem:nts normaux P(Nf;/z ffi1) dans P(NL;/V ffi1), et ils sont 

transversaux Ie long de ~. 
Soit io l'immersion D -+ W. So it Po,qo les restrictions de p,q a D. Alors 

po(D) c Z. On note Zi = (HI 0 p, q) : W -+ B X pI, Zio = Zilo. Pour s E pI, on 

note aussi D z = pr/(z). Soit DB la fibre de la fibration HOp: D -+ B x {so}. Soit 
H(ZB,j*t,lzB) la cohomologie de t, Ie long des fibres ZB, alors H(ZB,j*t,lzB) 
RH*t,IBX{so}. Par [B2, Proposition 9.3], on a 

Proposition 4.2. L'application lineaire ClO E H(ZB,j*t,lzB) -+ PDClO E H(DB' 
(jPO)*t,IOB) induit une trivialisation de R-Zio*(jpo)*t, sur pl. 
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b) L'asymptotique des formes de torsion analytique sur pi 

Soit gTS une met rique sur T8. Soit O"[ool la section canonique de [00] sur pi, soit 
g[ool la met rique canonique sur [00] = 0(-1). 

On rappelle que par (1.5), [Z]lz = 7r2T8. So it g[Zl une met rique hermitienne 
sur [Z] telle que 

(4.3) 

Evidemment 

[P(NE/V EB l)]IExP' = q*[oo]IEXPl. ( 4.4) 

Soit g[P(NE l v EB l)l la met rique sur [P(NE/V EB 1)] sur W telle que 

( [P(NE/V EB 1)]'9[P(NElv EB l)l) = q*([oo],g[ool). 
IExP' 

(4.5) 

Par (4.2), on a 

[D] = q*[Z] Q9 [P(NE/ V EB 1)]-2. (4.6) 

Soit g[Dl la met rique sur [D] induite par g[Zl et g[P(NElv EBl)l. Par (4.2)-(4.6), on a 

([D],g[Dl)IEXP' = ((7r2P)*T8 Q9 q*[-2oo], (7r2p)*gTS Q9 q*g[-2ool ) . (4.7) 
IExP' 

On rappelle aussi que Ie complexe 

(4.8) 

est une resolution canonique de ilhOD((jPD )*E;,). Soit H(X, E;,Dlx) l'hypercohomo­
logie de (OX (E;,D) , v), alors par (4.8), H(X,E;,Dlx) c:::: R"ijD*(jPD)*E;,. 

Comme Vest Kahlerienne, West aussi Kahlerienne. Soit gTW une met rique 
Kahlerienne sur TW. Alors gTW induit une met rique Kahlerienne gTX sur TX, 
et on munit les metriques hermitiennes associees sur les sous-varietes de W. Soit 
hc' une met rique hermitienne sur t;,. 

Soit 7f : W --+ B x 8 X pi (resp. 1f: W --+ B X pi) definie par 

7f = (7rlP, 7r2P, q) (resp. 1f = (7rlP, q)). (4.9) 

Plus precisement, 7f : W \ (Woo U Z X pi) --+ B x (8 \ ~) x (pi \ {oo}) est une 
submersion de fibre compacte Y. Soit PBxS : B x 8 1 X pi --+ B x 8 la projection 
naturelle. Par la Proposition 4.2, R-7f*E;, est localement libre sur B x 8 X pI, et 
R-7f *E;, = Ps xsR7r *E;,. Soit hR1i .C, la met rique L2 sur R7f *E;, sur B x (8\~) x (pl\ {oo}) 
associee a hC" gTW. Soit h,R1i.C, une metrique hermitienne sur R7f*E;, sur B x 8 X pl. 

Soit hH(x'c'Dlx) la metrique L2 sur H(X, E;,Dlx) associee aux metriques hC" 
h[Dl, gTX definie par [B3, §3.2] sur B x (pl \ {oo}). En rempla<;ant formellement 
V par W, 7r par 7f, E;, par p*E;, a la Section 1, soient 

T(w w, hc') E pBx (5\6) x (P'\{ oo}) / pBx (5\6) x (P' \{oo} ),0, 

T(wW, hc'D) E pBX(P'\{oo}) / pBX(P'\{oo}),O 
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les formes de torsion analytique associees a (1f, wW , h~), ('if, wW , h~D) pour (4.8) 
[BKJ, [B3, §3.2]' en particulier, 

2~f) T(ww, h~D) = ch(H(X'~Dlx), hH(X'~DIX)) - f Td(TX,gTx)ch(~D' h~D). 
m b 

et 
Ch(~D' h~D) = ch(p*~, hP'~) - ch(p*~ ® [-D], hP·~I8>[-D]). 

Pour Z E pI, S E S, soient Ts,z : B ~ B x S X pI et Tz : B ~ B X pI les 
applications de y E B a (y,s,z) E B x S X pI et (y,z) E B X pl. 

Definition 4.3. Pour Z E pI \ {oo}, Sa E ~, dans pB / pB,a, on pose 

Tz(wD,h~,h'R1i.~) = \ lim {T;,z[T(wW,h~) +clJ.(R·1f*~,hR1i·~,h'R1i*~)] 
S Ll.3s-+sQ 

+~ log(lla[Ll.]II;lla[oo]II;4) f Td(T~B)E(N~/v )Ch(~)}. 
2 J~B 

(4.10) 

En effet, pour Z E pI \ {oo}, la Definition 4.3 correspond exactement au 
TMoreme 1.3, dans lequel Vest remplace par W z . Comme en (1.17), [.>.,z est bien 
defini, et dans pB / pB,a, on a 

[, = T*T(ww h~D) - T (w D h~ h'R1i.~) - T*clJ.(R1f (: h'R1i.~ hH(X'~DIX)) /\,z z , z,' z *":", . 
(4.11) 

En procedant comme dans [B2, TMoreme 9.9]' on a 

Theoreme 4.4. La fonction Z E pI \ {oo} ~ [.>.,z E pB / pB,a se prolonge en une 
fonction continue sur pl. 

Remarque 4.5. Si on note l.>.,oo = limz-+oo [.>.,z E pB / pB,a, alors ['>',00 a une 
formule analogue que Ie terme a droite de [B2, (9.37)]. 

On rappelle que U est Ie fibre en droite universel sur P(N~/v). 

Theoreme 4.6. Quand Z ~ 00 

z~~ {Tz(w D, h~, h'R1i.~) -log Iz12[ ~ Td(Ti:B)E(U)ch(~)]} hB (4.12) 

a une limite dans pB/pB,a. On note cette limite comme Too(wD,h~,h'R1i.~) E 
pB/pB,a. 

Preuve. On rappelle que la fibration W ~ B X pI verifie les hypotheses de la 
Section 1. Comme H(X, ~Dlx) est localement libre sur B x pI, par les Theoremes 
1.2 et 1.3 et [B2, (9.47)], pour la fibration q : W ----t B x pI, on a 

lim {T;T(WW , h~D) - T;clJ.(R1f*~, h'R1i.~, hH(X'~DIX)) 
z-+oo 

- log Iz12[ ~ Td(Ti:B)E(U)ch(~)]} hB 
existe dans pB / pB,a. Par Ie TMoreme 4.4, on a Ie TMoreme 4.6. o 
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Pour la fibration 7r : W \ Woo ---+ B x S X (pI \ {oo}), Z X (pI \ {oo}) sont 
les fibres singulieres, comme en (2.4), sur B x pI \ {oo}, on peut definir 

T'(w D, hI;, h,R7i.I;) E pBX(pl\{oo}) / p BX (P 1 \{00}),0. 

Theoreme 4.7. Quand z ---+ 00 

}~~ {T;T'(w D,hl;,h'R7i.I;) -loglzI2[ ~ Td(TI;B)E(U)ch(~)]} hE (4.13) 

a une limite dans pB / pB ,0, qu 'on le note comme T!xo (w D, hI;, h,R7i.I;) E pB / pB,O. 

Preuve. Comme en [B2, (9.40)], 

Nfj=/D = Np(NE/V)/wlfj= = (U EEl U-I)If;· 

Par les Theoremes 1.2 et 1.3, on a Ie Theoreme 4.7. o 
Remarque 4.8. Pour (T;T' - T z )(wD ,hl;,h'R7i.I;), on a aussi un result at analogue 
que [B2, Theoreme 9.12]. 

c) Localisation du calcul it 00 sur P(N"E/v EEl 1) 

On a P(N"E/v) C P(N"E/v EEl 1) C Woo, et I;oo = D n P(N"E/v). Soit 

D' = D n P(N"E/v EEl 1). (4.14) 

Alors D' est un diviseur a croisements normaux Ie long de ~ dans P(N"E/v EEl 1), 
et ~ C D' est l'ensemble des points singuliers dans D'. Soit j' l'immersion D' ---+ 

P(N"E/v EEl 1). Soit ji : D' ---+ Doo = Woo n D l'immersion naturelle. 

Par §4a), I;oo s'identifie a I; dans §la), et p : I;oo ---+ ~ est un revetement 
double et K = det p10fj. Soit P"E : P(N"E/v EEl 1) ---+ ~ la projection canonique. Sur 
~, on a une suite exacte de faisceaux 

(4.15) 

En (4.15), e est l'application diagonale x ---+ (x, x), fest l'application de difference 
(x, y) ---+ x - y. Rappelle que i : ~ ---+ Vest l'immersion naturelle. Par (4.15), on a 
un complexe acyclique de fibres holomorphes sur B 

(R(7ri)*K, v) :- .. ---+ Hj(I;B, (7rip)*~) ---+ Hj (~B' i*U?) K) ---+ Hj+I(~B' i*~)---+ ...• 

(4.16) 
Soit k l'immersion ~ ---+ D', soit ijt la normalisation de D'. Alors D' est 

l'eclate de D' Ie long de ~. Soit p' : D' ---+ D' la projection canonique. Alors on a 
une suite exacte de faisceaux 

0---+ OD' ---+ p:Ofj, ---+ k*O"E(K) ---+ O. (4.17) 

Sur P(N"E/v EEl 1) c Woo, Ie complexe 

(~D"V): 0 ---+ Op(NE/VEBI) ([-D'] ® (ip)*~) D"i:';l Op(NE/VEB1)((iP)*~) ---+ O. (4.18) 

est une resolution canonique de j~OD'((ipj')*f,) sur P(N"E/v EEl 1), et (~D"V) est 
exactement la restriction du complexe (~D'V) en (4.8) a P(N"E/V EEl 1). 
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On note D~, D~, P(NE/V EB I)B' P(NE/V )B, VE1B les fibres des fibrations de 
D',IY, P(NE/V EB 1), P(NE/V), VE a B. Par un argument de suite spectrale, on 
sait que [B3, §ge)] 

H(D~, (ipj')*~) = H(L,B, i*~), 

H(D~, (ipj' p')*~) = H(f,B' (iP')*~), 
H(P(NE/V EB I)B' [-D'] ® (ip)*~) = 0, 

H(P(NE/V EB I)B, (ip)*~) = H(L,B, i*~). 

(4.19) 

Plus precisement, on verifie facilement que, SOliS l'isomorphisme canonique de 
(4.19), les suites exactes longues de cohomologie associees a (4.15), (4.17) sont 
(4.16). 

On rappelle que L, et P(NE / v EBl) ont ete equipes naturellement des metriques 
induites par gTW comme dans §4a). La met rique gTW induit aussi une met rique sur 
TD'. De meme, tous les fibres holomorphes consideres (ip)*~, [-D']' ... sont deja 
equipes des metriques hermitiennes induites, par exemple, gTP(NE/v(f)l)B, gTfj~ 
sont les metriquess induites sur les fibres tangents relatifs T P(NE/V EB I)B' T D~. 

So it H(P(NE/V EB I)B' ~D/) l'hypercohomologie de (Op(NE/v(f)l)B (~D/)' v). 
Par (4.18), on sait que 

H(P(NE/V EB I)E' ~D/) = H(D~, (ipj') *0 = H(L,B, i*~). (4.20) 

So it hH(P(NE/V(f)l)B,I;D/), hH(fj~.(ipj'pl)*EJ les metriques L2 sur H(L,B,i*~), H(f,E' 
(ip')*~) sur B induites par (gP(NE/V(f)l)B,ht;D), (gTfj~,hl;) [B3, §3.2]. Rappelle 
que h R (7ri)*(i*t;0 K ) est la met rique L2 sur R(7ri)*(i*~ ® K,) definie a §lb). On mu­
nit Re(7ri).K de la met rique h R (7ri)*K = hH(P(NE/v(f)l)B,t;D/ ) EBhH(fj~.(ipjlpl)*O EO 

h R (7ri)*(i*t;0 K ). Alors par (4.16), il existe une classe de Bott-Chern ch(ReCrri).K, 
h R (7ri)*K) E p B / pB,G [BGS1, §If)] telle que 

28.8 ch(Re (7ri).K, h R (7ri)* K) =ch(H(f,B, (ip')*~), h H(fj~ ,(ipj' p')* t;)) (4.21) 
~7r 

- ch(H(L,B, i*~), hH(P(NE/V(f)l)B.t;D/ ») 

- ch(Re(7ri).(i'~ ® K,), h R (7ri)*(i*1',0 K »). 

So it T(wP(NE/V(f)l) , ht;D / ) E p B / pB,G les formes de torsion analytique as­

sociees au complexe (4.18) et (7riPE, hl',D) [B3, §3.2]. So it T(Wfj/, ht;) E p B / p E •G 

les formes de torsion analytique associees a (ipj' p' : D' --> B x {so}, Wfj/, hl',). Soit 

h(ipjl) = _T(wP(NE/V(f)l) , ht;D / ) + T(Wfj/, ht;) 

-T(wE, h i *1',0 K ) - clJ.(Re(rri).K, h R (7ri)*K). 
(4.22) 

Rappelle que VE est l'eclate de V Ie long de L,. Par la Section 4a) et (4.8), Ie 
complexe 

(4.23) 
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est une resolution canonique de 0z(P*~) sur VI;. Le complexe 

(~DIP(NE/V)' v) : 0 -+ (p*~ @ [-D])IP(NE/V) a~l P*~IP(NE/V) -+ O. 

est une resolution canonique de 0t(P*O sur P(NI;/V). 
Soient H(VI;IB'~D) et H(P(NI;/V)B, ~D) les hypercohomologies de 

(OVE1B (~DIVE)' v), (Op(NE/V)B (~DIP(NE/V))' v). 

Par (4.23) et (4.24), on a 

H(VI;IB, ~D) = H(ZB' (jp)*~) = R(7rjp)*(jp)*~, 
H(P(NI;/V )B, ~D) = H(f-B' (ip)*~). 

(4.24) 

(4.25) 

Soient hH(VEB,I;D), hH(P(NE/V)B,I;D) les metriques L2 associees sur H(ZB' (jp)*~), 

H(f-B , (ip)*~) sur B [B3, §3.2]. 

On rappelle que Ie complexe (Re 7r*L, v) est defini en (2.2). On munit R-7r*L 
de la met rique 

h,Rn*L = ffih ,R1i*1; ffi hH(VE1B,I;D) ffi hR(7ri).(i*I;®><). 

Soit clt(Re7r*L, h'Rn•L ) E pB / pB,a la classe de Bott-Chern [BGSl] telle qu'elle 
verifie une equation analogue de (2.3). 

On munit R-(7ri)*K de la met rique 

h,R(ni).K = ffihH(P(NE/vfJ)l)B,I;DI) ffi hH(VEIB,I;D) ffi hR(ni).(i·I;®><). 

Comme en (4.21), on l'associe une classe de Bott-Chern clt(Re (7ri).K, h'R(7ri).K) 
E p B / pB,a. On a aussi [B2, (9.35)] 

(4.26) 

Soit W P(NE/V) l'eclate de W Ie long de P(NI;/V) c Woo et PP(NE/V) : W P(NE/ V ) -+ 

W la projection correspondante. Alors, TV 00 la normalisation de Woo est un diviseur 
lisse dans W P(NE / V )' qui sont transversaux Ie long de P(U ffi U-1 ). 

Soient 15,1500 les normalisations de D, Doo. So it PD : 15 -+ D, p: 1500 -+ Doo 
les projections naturelles. Soit i 1 : ~ -+ Doo l'immersion naturelle. 

Sur D oo , on a un bicomplexe de faisceaux 

0 0 0 
1 1 1 

0-+ OWoolDoo v, ° V2 ihPD*Ot-+ 0 --+PD* DIDoo-+ 
I"d I"d I"d 

0-+ P P(NE/V)* Ow 00 IDoo 
v, ~ ° V2 ihPD*Ot-+ 0 --+P* Doo-+ 

1"21 1"21 1 
0-+ ihP*Otoo 

v,. ° 0-+ 0 --+ZhP* t oo -+ 
1 1 1 
0 0 0 

Dans (4.27), on a 

PP(NE/V)*OWooIDoo = ODoonvE ffi OD', 

{i*ODoo = ODoonVE ffi P:ODI' 

(4.27) 

(4.28) 
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Les VI, /11 sont des morphismes naturelles, V2, /12 sont des morphismes de difference. 
De plus, comme Woo = VE Up(NE / V ) P(NE/V EEl 1), les VI, /11 des troisiemes lignes 
et colonnes sont des identites. 

Apres avoir tensorise (4.27) par p* f" on note les lignes de haut en bas par 
L~ (i = 0,1,2), et les colonnes de gauche a droite par Li (i = 0,1,2). On note 
aussi R7f*L~, R7r*Li (i = 0,1,2) les suites exactes longues de la cohomologie de 
L:IDooIB' L;IDooIB' Par (4.27), on a un bicomplexe de fibres vectoriels sur B 

0 0 0 
1 1 1 

Hi(Doo1B,P*f,) 
v, 

Xi 
V2 

Hi(L,IB, i*f, ® K,) ••• ----+ ----4 ----4 ----4 ••• 

,",1 1 ,",1 1 ,",1 1 
Hi(DooIB,PP(NE/V)*Owoo ® p*f,) 

VI 
1'; 

V2 
Hi(L,IB,i*f, ® K,) ••• ----4 ----4 ----4 ----4.' • 

,",2 1 ,",2 1 ,",2 1 
Hi(L,IB, i*f, ® K,) 

v, 
Zi 

V2 
0 .•• ---+ ----4 ----4 ----4 ••• 

(4.29) 
(avec Xi = Hi(DooIB' PD*Ofj ®p*f,), Yi = Hi(Doo1B,()*Ofjoo ®p*f,), Zi = Hi(L,IB, 
i* f, ® K)) dont les lignes sont exactes. 

Soit h'R1r.Lj (i,j = 0,1,2) une metrique hermitienne sur R-7f*Lj sur B. 

Alors elle induit des metriques h'R1r.L~ et h'R1r.Lj sur R-7f*L~ et R-7f*Lj. Soit 

ch(R-7f *L~, h' R1r.L~) et ;;h(R-7f*Lj, h' R1r.Lj) E pE / pB,O les classes de Bott-Chern 
associees [BGSI, §If)] qui verifient des equations analogues a (4.21). Par (4.27), 
(4.29), d'apres un argument de suite spectrale, en utilisant [Mal, Theoreme 10.7], 
dans pB / pB.O, on a 

2 2 

2:) -l)i;;h(R-7f*L:, h' R1r.L~) = 2) -ljJch(R-7f*Lj, h'R1r*Lj). (4.30) 
i=O j=O 

Rappelle que PE : P(NE/V EEl 1) ----4 L, est la projection naturelle. Soient 
T(wVE,h!;D), T(wP(NE/V),h!;D) E pB/pB.O les formes de torsion analytique de 
(4.23), (4.24) associees a (7fllJ, h!;D), (7fiPEIP(NE/v), h!;D) [B3, §3.2]. On pose 

h" =T(wVE,h!;D) -T(wZ,h!;) 

-;;h( H(ZB' (jp)*f,), hR(1r jp ).(jp)'E., hH(XEB'!;D») , 

1;.'2 = T(WP(NE/v ), h!;D) - T(w E , hi*c,0"') 

-;;h( H(f:,B' (ip)*f,), hR(1ri).(i'c,0",) , hH(P(NE/V)B,!;D»). 

(4.31) 

Pour les formes de torsion analytique T(wW, h!;D) associees a q : W ----4 

B X pI et le complexe (f,D, V) (cf. (4.8)), comme q est singuliere sur B x {oo}, 
en procedant com me dans les Sections 1 et 2, on definit T(wWoo, hC,D, h,R7r*!;) et 
T'(w Woo , h!;D, h'R7r*!;) E pB / pE,O. Comme on a fait apres (2.2), on definit 

hR1r.L~ = h'R1r.c, EEl hH(DooIB,PP(NE/V)*Owoo0P'O EEl hH(E1B,P*OEoc,rSJi*O 
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la met rique L2 sur R e1f*Lo induite par hc'D ,gTW. Comme Woo = VE Up(NE/V) 
P(NE/V EB 1), par (2.4), on a 

T'(wWoo,hC,D,h,R7i.c,) = T(wVE,hc'D) +T(wP(NE/V!fJI),hc'D) 
_T(wP(NE/V), hc'D) - Zh(Re 1f*Lo, hR7r.L~). (4.32) 

On rappelle aussi que fj est la normalisation de D et P' : fj ---+ D est la 
projection canonique. Par la Proposition 4.2, R(qDP')*(jPDP')*~ est localement 
libre sur B x pl. Comme dans les Sections 1 et 2, on peut definir T(w Doo , hI:" h,R7i.I:,) 
et T'(w Doo , hI:" h,R7i.c,) E pB / pB,O sur B pour la fibration PDP' : i5 ---+ B{ so} X pl. 

On a une equation analogue que [B2, (9.92)]. 

Proposition 4.9. On a l'equation suivante dans pB / pB,O, 

h..,oo - i)" + 1;..2 - (T' - T)(w Doo , hI:" h,R7i.I:,) 

+(T' - T)(wwoo, hC,D, h,R7i.c,) 

= (T~ - Too )(wD ,hl:"h,R7i.I:,) - h..(ipjf). 

(4.33) 

Preuve. Par [Mal, (10.7)]' Remarque 4.5, (4.11)-(4.13), (4.22), (4.30)-(4.32), on a 
(4.33). 0 

Theoreme 4.10. Le terme (T/x, -Too )(w D,hl:"h,R7i.c,) -I)"(ipjf) E pB /pB,O est egal 
exactement le meme terme a droite de [B2, (9.69)]. 

Preuve. En effet, Ie terme log(:: ::;«(;PD)'O )2(CXl) dans [B2, (9.69)] cor res pend a 
A«JPD)'!;) 

(T/x, -Too), Ie terme log(:: ::~WPjf)'O)2 dans [B2, (9.69)] correspend a I)..(ipjf). Par 
A«,pjf)*O 

(4.33), et en procedant com me en [B2, Theoreme 9.16], on a Ie Theoreme. 0 

d) Preuve du Theoreme 2.1 

En procedant comme en [B2, §9f) et §9g)], et en remplac;ant les 
Quillen par les formes de torsion analytique, on a Ie Theoreme 2.1. 

5. Fonctorialite de la renormalisation de formes 
de torsion analytique 

metriques de 
o 

Dans cette section, on explique la compatibilite du Theoreme 2.1 et [BerB, Theore­
me 3.1]. Comme c;a concerne des fibres singulieres, la verification n' est pas toujours 
triviale. 

Cette section est organisee de la maniere suivante. Dans a), on etudie des 
classes de Bott-Chern pres des fibres singulieres. Dans b), on donne une version 
de [BerB, Theoreme 3.1] aux fibres singulieres. 

Dans cette section, on fait les memes hypotheses et utilise toujours les memes 
notations qu'aux Sections 1 et 2. 
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a) Classes de Bott-Chern pres des fibres singulieres 

On considere la suite exacte de fibres holomorphes hermitiens sur V \ ~ 

0----+ TY ----+ TZ ----+ 7r;TB ----+ O. (5.1 ) 

Soit Td(TZ,TB,gTZ,gTB) E pV\'E/pV\'E.o la classe de Bott-Chern de [BGSl] 
telle que 

Par [B2, Theoreme 1.1], Ie fibre verctoriel TZ sur V'E \ P(N'E/v) c:::: V \ ~ 
s'etend en un sous-fibre v(TV / S) de p*TV sur V'E, de plus, Ie fibre v(TV/ B x S) 
defini a §le) est un sous-fibre de v(TV/ S). Sur Z, on a 

TZ = v(TV/S). (5.3) 

Soit gTZ,gv(TV/S) les metriques sur TZ,v(TV/S) induites par gTV. Par (2.9), on 
a un bicomplexe de fibres vectoriels holomorphes sur P(N'E/v), 

Soient 

o 
1 

o ----+7rf T~/ B x ~----+ 
1 

o ----+7rf T~/S----+ 
1 

o ----+7rf TB----+ 
1 o 

o 
1 

v( TV/B x S)----+ 
1 

v( TV/S) ----+ 
1 

7rf TB----+ 
1 o 

o 
1 

U@pf"'----+O 
1 

U@pf"'----+O 
1 o ----+ 0 
1 o 

Td(v(TV/ S), gv(TV/S) , gU@PE K ), Td(v(TV/ S), T B, gv(TV/S), gTB) 
E pP(NE/ V ) / pP(NE/V ),0 

(5.4) 

les classes de Bott-Chern associees aux deuxiemes ligne et colo nne de (5.4). So it 
Td(T~/S,TB,gT'E/s,gTB) E p'E/p'E,O la classe de Bott-Chern associee a la pre­
miere colonne de (5.4). Par (5.4), et l'unicite de la classe de Bott-Chern [BGSl, 
Theoreme 1.29], dans pP(NE / V ) / PP(NE/V ),0, on a ([B2, (9.72)]) 

Td( v(TV/ S), gv(TV/S) , gU@PE K) (5.5) 

-Td(v(TV/B x S),gv(TV/BXS),gU@PEK)Td(TB,gTB) 

= Td(v(TV/S), TB, gv(TV/S), gTB) 

-Td(T~/ S, TB,gT'E/S,gTB)Td(U @ pf""gU@PE K ). 
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Proposition 5.1. Pour J1 E pV fixe, quand S E S \ ~ ---7 So E ~, on a 

r J1Td(TZ,TB,gTZ,gTB) = CJ1Td(TZ,TB,gTZ,gTB) (5.6) 
}~ h 

+2 r J1Td(v(TVjS),TB,gv(Tv/S),gTB)+O(s-so). 
}P(NE/V) 

Preuve. So it J11 E pVE, par l'argument dans [B2, Theoreme 2.1], quand s E S\~ ---7 

So E~, on a 

r J11 = C J11 + 2 r J11 + O(s - so). 
}zs h }P(NE / V ) 

(5.7) 

On a aussi 

Td(TZ, T B, gTZ, gTB)BX{s} = Td(v(TVj S), T B, gv(TV/S) , gTB)BX{s}. (5.8) 

Par (5.7) et (5.8), on a la Proposition. 0 

b) Fonctorialite des formes de torsion analytique 

On rappelle que h'R-rr.c, est une met rique Coo sur R-7r*c, sur B x S. 
Soit '\(c,) et ,\(R-7r*c,) les fibres en droite sur S qui sont les inverses des 

determinants de H(Z,C,lz) et H(B,R-7r*C,IB)' Alors par [KM], Ie fibre en droite 
,\(c,) ® ,\-1 (R-7r*c,) a une section canonique non nulle 0"1 sur S. Soit II 11~(Ro7r'c') 

la metrique de Quillen sur ,\(R-7r*c,) associees aux metriques gTB, h'R7r .C, sur 
TB, R7r*c,. Soit II 11.x(O,C>. la met rique renormalisee definie dans [B2, (0.7)]. Soit 

II 11.x(c,)IC>.<SI.x- 1 (R°7r.c,) la met rique sur ,\(c,) 11>. ® ,\-1 (R-7r*c,) induite par II Ih(c'),C>. 

et II 11~(Ro7r'c')' 
Theoreme 5.2. On a l'identite 

log(IIO"lll~(c')IC>.<SI.x-l(R07r'c')) (5.9) 

= L Td(T B, gTB)T(w z , hC" h,R7r.C,) 

- kTd(TZ,TB,gTZ,gTB)Ch(c"hc') 

-2 r Td(v(TVjS),TB,gv(Tv/S),gTB)ch(c"hC,). 
}P(NE / V ) 

Preuve. Par (1.16), Theoreme 1.3, Proposition 5.1, on a Ie TMoreme 5.2. 0 

Soient 0"2 et 0"3 les sections canoniques non-nulles de 

Soient '1'1 et '1'2 les sections canoniques non-nulles des inverses du determinant 
de cohomologie associees a (2.1) et (2.2). Pour simplifier, on note IITill, II00ili les 
metriques de Quillen associees. Par un argument de suite spectrale [KM], on a 

(5.10) 
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Par [BGS2, TMoreme 1.23], on a 

log IIT2W = l Td(TB, gTB)ch(Re7r*L, hR-rr.L). (5.11) 

Si on applique [BerB, TMoreme 3.1] a 0"2,0"3, [B2, TMoreme 0.2] (ou TMore­
me 2.1) a la section Tl, par le TMoreme 2.1, (5.5), (5.9) et (5.11), a partir de 
l'equation des metriques de Quillen pou (5.10), on ramene finalement l'equation 
suivante 

Mais par [B2, (6.64)]' on a 

r Td(U ®p~""gU®P~I<) = _~. 
J P(NE / V ),:: 2 

(5.13) 

Done le TMoreme 2.1 et [BerB, TMoreme 3.1] sont compatibles. 

On peut interpreter le TMoreme 2.1 et la compatibilite de TMoreme 2.1 et 
[BerB, Theoreme 3.1] comme "la renormalisation commute a la limite adiabatique 
pour la met rique de Quillen". 
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